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М . М . М а ч е в а р и а п и
Методами теории оптимального управлении среди широкого класса 

допускающих вариаций функций отыскиваются распределения парамет­
ров в жестких неоднородных слоях, обеспечивающих максимум коэффи­
циента потерь в системе неоднородный вибропоглощающий слой -  тон­
кая изгнбпо-колеблгощаяся металлическая пластина. ,

Доказывается, что (при фиксированной частоте) среди оптимальных - 
распределений параметров по толщине неоднородных жестких слоев не­
прерывные распределения отсутствуют. Оптимальными являются кусоч­
но-постоянные распределения с экстремальными значениями параметров.

С помощью полученной н работе [1] системы дифференциальных урав­
нений для упругостпых имиеданцев, а также рассматриваемых в работах 
[ 2 , 3] методов теории оптимального управления рассмотрим задачу об оты­
скании распределений параметров в жестких неоднородных слоях, обеспе­
чивающих максимум коэффициента потерь в системе .неоднородный виб- 
роноглощающий слой —■ тонкая изгибпо-колсблющаяся металлическая пла­
стина при фиксированной частоте. Толщину неоднородного слоя будем 
считать заданной.

Рассматривая неоднородный упругий слой с произвольными законами 
изменения его параметров по толщине, положим, что как составляющие 
напряжения, так и компоненты колебательной скорости в нем зависят от 
продольной координаты х  посредством гармонического множителя 
ехр ( i k 0 sin 0Qx) *. Через sin 0о обозначено отношение некоторой заданной 
скорости Со к скорости нормальной волны в неоднородном слое, через А*() — 
волновое число в среде, характеризуемой скоростью продольной волны 
Со**. Тогда в соответствии с работой [1] уравнения движения и обобщен­
ный закон Гука можно написать в виде

( 1)
da гг

d t
daxz

+  «sin 0 oa«+£p (z)vz= 0,

V iz )+  i 11 -2  ) sin ОоОк+гр (z) 1 -4  ̂  1 -  ) V  (z) sin2 0„ j  г>*=0,
d l  \  c2(z)
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CTZ2= P  (z)c2(z)
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c* i z )

j  sin 0 o»«J ,0 V ( z )  . . n _
2 ——— sin 0ov

V iz )

[
aVx _  “I

i — ---- sin 0„i>zJ .

* Зависимость от времени всех величин поля принята в форме е~ш.
** Выбор такой среды сравнения обусловлен стремлением сохранить нагляд­

ность физической интерпретации формулы для коэффициента потерь (1 0 ).
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Здесь £=/c0z, z — поперечная координата, a rr= o zr/poC02t

Oxz — составляющие тензора напряжений, vz, vx —компоненты колебатель­
ной скорости, c(z), b(z) — скорости продольной и поперечной (сдвиговой) 
волн в произвольном сечении z неоднородного слоя, р (z) — плотность в 
этом сечении, р0 — плотность среды, характеризуемой скоростью продоль­
ной волны с0. Дифференциальными уравнениями для упругостных импе- 
данцев Z iu Z12, Z22, полученными с помощью равенств (1) и (2), а также 
соотношений

O z z  Z n V z + Z i 2 V XJ O x z-- Z \ 2 0 ^ 2 ~ \~ Z iz V x y

являются [1] 

(4) dZ“

dZ12

d l

d-l

= J _ ^
L d (z) c

2 uZ12 Z 27.Z ,2
-  Г

p(z)c2(z) p (z)b2(z)

/ \ г 2 / \ 2 sin e0Z,z—p (z) 1 ,p(z) b2(z) J

 ̂1—2 Д ^ у - j  sin 6„Z„—sin 0OZ22j  ,

g , .1 ____ g  2
p(z)c2(z) p (z)P (z)

d Z a  _  . Г Zm*

d| 4p(z)52(z)
52(z)

f 12, r—  2 / l  —2 sin 0 0 2 ,2+
p(z)c2(z) \  C2(z) )

+4
C2(z)

jp (z )5 2sin2 0o—p(z) j .

Уравнения (4) удобны тем, что нс содержат производных от управляе- 
мых (и неизвестных в задаче синтеза) параметров слоя и разрешены от­
носительно первых производных от фазовых координат (упругостпых им- 
педапцев), т. е. написаны в канонической форме, принятой в теории опти­
мального управления. Однако из-за наличия в них квадратичных членов 
они весьма сложны. Если же рассматривать тонкие и достаточно жесткие 
неоднородные слои, то систему (4) можно существенно упростить. Ниже 
будут рассматриваться именно такие слои. Лналогичпо тому, как это сдела­
но в работе [4], будем считать, что в тонких и жестких неоднородных сло­
ях вследствие малости составляющих охг и oxz по сравнению с й» компо­
ненты колебательных скоростей и их производные по |  вместо уравне­
ний (2) будут определяться приближенными уравнениями

(5) =  - ф - 2 - ^ у )  si 
\ 6"(z) /d t

dvx
W

sin 0o*;

—i sin QoVz.

Подставляя соотношения (3) в формулу (1), учитывая приближенные 
равенства (5) и отбрасывая при этом в уравнениях движения члены, со­
держащие производную dvz!d\, мы получим вместо системы (4) «укоро­
ченную» систему дифференциальных уравнений для упругостных импе- 
дапцев, приближенно описывающую поведение тонких жестких неоднород­
ных слоев

dZ,2
(6) d Z J d \= i  [2 sin 0oZ„-p (z) ], —  =  - i sin 0OZ22,

d \

dZ>Jd\=ik ( l — ^ ^ ^ p ( z ) 5 2(z)sin20o=iD(z)sin20(>. 
“ \  C- ( z )  JCZ( z )
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Можно показать, что получаемые с помощью системы (6) соотношения 
для коэффициента потерь жестких составпых пластин, хорошо согласуются 
с соответственными формулами, приведенными в работах [5, 6] для случая 
изгибных деформаций. Начальными ус­
ловиями для систем (6) и (4) служат 
значения упругостных импеданцев на­
грузки, на которой находится неодно­
родный слой. Если слой граничит с воз­
духом, то можно считать, что значения 
всех трех упругостных импеданцев па 
этой границе равны нулю. Для форму­
лировки оптимальной задачи необхо­
димо также знать условия, которым должны удовлетворять значения унру- 
гостпых импеданцев и на границе неоднородный слой — демпфируемая 
металлическая пластина. Как будет показано ниже, условие на этой гра­
нице определит соотношение, связывающее значения коэффициента потерь 
в системе неоднородный слой — металлическая пластина со значениями 
упругостных импеданцев, которые в данном случае будут характеризовать 
нагрузку для пластины.

Значения упругостных импеданцев нагрузки для неоднородного упруго­
го слоя па границе с воздухом примем равным нулю, а значения входных 
упругостных импеданцев на грапицс слой — металлическая пластина обо-

значим через z jh ( I) = z £  {l) +iZ* (l) (фигура).
Для нахождения импеданцев изгибно-колеблющейся металлической

пластины (Z ^}) проинтегрируем систему уравнений (б), взяв в качестве 
начальных условий значения Zik(l). Интегрирование производится эле­
ментарно: поочередно интегрируются уравнения для Z\Р  , затем для Zffl 
и, наконец, для Z {\\ . В результате имеем

(7) Я Г  = Z 22 (Z) +Ют sin2 0oU

Z ™  = Z 12 (Z) +Dm sin3 0o • — i sin 0o|mZ22 (Z),

•
7(m)

Ш ////Ш Ш Ш Ж »
f(z\ c(z), b(‘i)

2=1 Zjx(l)

Z \T  = Zn (l) + 2 i sin 0Ô Z 12 (Z) +sin2 OoU*Zt&) +ZDm
sin4 0,

§m3 Zpm̂ m.

/ ъ 2 \Здесь через D„, обозначено выражение 4 ( 1 — _ — ) ртЪтг =  -
\  c J  !

Е т где
Cm" /  р0С02(1 —  О т 2 )

Ет — модуль Юнга материала пластины, от — коэффициент Пуассона. Ве­
личина Dm является вещественной, а потери, вносимые вибропоглощающим 
слоем в нагибные колебания пластины, учитываются множителем
sin 0o=sin  0  ̂1 ~h —j — +  i j  . Если для простоты принять, что пластина,

с одной стороны, граничит со слоем, а с другой — с вакуумом, то на по­
следней границе ввиду равенства нулю огг и oxz из соотношении (3) полу­
чается характеристическое уравнение для нахождения нормальной волны 
в системе металлическая пластина — неоднородный вибро поглощающий 
слой

(7П) r/ (т) , ^(т) 2
(8) Z \ r  z r  + z 12
Подставляя сюда выражения для импеданцев из формулы (7), найдем

Dm sin4 0«, "  *
(9 ) Dm sin2 0»i»* ( Pm  ̂—iZ22 (Z) —

Dm sin4 0,
)12 “ ' ' V "  ч

-D„, sin3 е«|и% 2 (l) +iDm sin2 0„t JZ(1 (l) +Z„ (l) Z22 (0 +Z,22 (l) =0.
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Считая малыми возмущения, вносимые неоднородным вибропоглощающим 
слоем в изгибпые колебания демпфируемой пластины, получим следующее 
приближенное выражение для коэффициента потерь:

(Ю) i i =  (
siii20 |m {1) sinO

—  \ С )  ----- --------------

**рт р»п
С )  /  7 \  I . ( 0  \ х

Pm 5”» '

X h -  m + ± - t l , 3 , + ^ y i .
L \o О т  »Lt О m OmCm / J

Здесь «in 0=1/ • |m=A:odm, dm — толщина пластины. Так как входя-
1 D mU  ’

щие в формулу (10) параметры металлической (демпфируемой) пластины 
считаются заданными, то равенство (10) представляет собой зависимость 
целевой функции ц от значений входных импеданцев неоднородного слоя.

Будем считать, что допустимые к вариациям значения реальной и мни­
мой частей функции /}=25,(|)+Ш 2(£) и функция р ( |)  ограничены

Di mln^Di (£) max, Z?2mln̂ =Z?2 (£) ̂ =^2тах, pmln^P ( |)  ̂ P max-

При этом, естественно, что сами экстремальные значения в формуле (11) 
должны также находиться в пределах, в которых неоднородные слои мож­
но рассматривать как достаточно жесткие. Кроме того, учтем тот факт, что 
для жестких слоев уменьшение их плотности влечет за собой уменьшение 
как реальной так и мнимой частей модуля Юнга. Практически особенно 
существенным для вибропоглощеыия является уменьшение значений моду­
ля потерь. В связи со сказанным и, как будет видно, без заметного ущерба 
для последующих доказательств примем, что в пределах (11) плотность 
жестких материалов, применяемых для синтеза оптимального вибропогло­
щающего слоя, является монотонно возрастающей функцией модуля по­
терь. Для простоты в качестве такой зависимости примем линейную

(12) p(S)=eZMS).
Будем считать, кроме того, что суммарный вес неоднородного вибропогло-' 
щающего слоя толщины | * задан

6/
j p ( i ) d i = p , =
о

J  л* (*)<$.

Принимая во внимание, что упругостпые импедапцы неоднородного слоя 
являются комплексными ф у н к ц и я м и +iZ^ ), и считая, для просто­
ты, что коэффициент потерь материала (ч) слоя существенно выше ц, си-

I  / ч  л  *  —

стему (6) можно переписать в виде
Л7. “ »

(14) 11

d l
=  - 2  sin ezi:1,

dZl?  . m
=  Sin t)Z2 2  7

d Z n

=  2 sin OZiP—p,

d%

dZ\V

d l
=  D. sin2 0,

- nv<‘>=  — sm 6Z22 ,
dZiV

=  D, sin2 0.
d l  ‘ ’ d% '  ' " ’ d l

Оптимальную задачу сформулируем следующим образом. Найти упругост-

пые импедапцы Z^l> (I) и Z ^ i l ) ,  удовлетворяющие уравнениям (14) и ну­
левым начальным данным, а также функции управления р(1), D, (I), 
D2(£), подчиненные неравенствам (11) так, чтобы при некотором заданном
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значении приведенной толщины слоя и выполнении условия (13) функ­
ционал
(15) /= -т),
принимал минимальное значение (ц соответственно максимальное).

Необходимые условия оптимальности получаются, как обычно [2, 3], с 
использованием гамильтониана, который в данном случае имеет вид

(16) Нх=—2 sin ezS’ a. z(.>+ (2 sin ez.'i’ - p jx ^ + s in  0 -
—sin 6 Z2 2 1 I zm+D2 sin2 0l zu+D, sin2 QIzm+D21„.

Последний член здесь обязан своим происхождением условию (13), 
учет которого произведен путем введения новой фазовой координаты о, оп­
ределяемой уравнением
(17) do/dl=D2(l).

При этом дифференциальные уравнения для множителей Лагранжа за­
писываются как

)18)
d l .и)Т1

dl
дН >,

d l

=  0

d1 ,x i)!d \ — — 
'12

дНк

d l
d l

Ofh.

dZ$2
=  0.

=  — 2 sin Ql
( 2 ) z u

z<2> n
dl

d l z:(i)2 2 d l l .

dl d Z $
- =  — sin , d l 0

d l
d l h

• da
- =  0

Система (18) не зависит ни от фазовых координат (Z#,, о), ни от управ­
ляющих функций р ( | ) , jDi (§), Di (s ) . Решениями ее являются

Xzi;>=const=6 'u Xz<a=Const=C|(12>,

(19) ^ 1)=-2sineC1,1,,|+C1,‘\  Az«-=2siri0C;!, s+CA2>,xz«u=siir ec.V’r+sin ocL2’ i+c^
l z<g=sm~ 06',(,2> s2—sin QClz % + d? , X0=const=Cc,.

Постоянные С $  находятся из условии трансверсальности [2]

(20) Ц с;>(|«)+  91  . =  0.
d Z ^  (Ы

Если считать, что интегрирование уравнений (18) по £ произведено в
понятном направлении, т. е. от границы неоднородного вибропоглощающе­
го слоя с металлической пластиной, то значения постоянных будут
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где через г), обозпачсыо выражение в первой круглой скобке формулы (10), 
а через 6i — выражение в такой же скобке второго множителя.

Из теории оптимального управления известно, что при оптимуме функ­
ция Ну. должна принимать максимальное значение. Так как в рассматри­
ваемом случае от функций управления D2(£) гамильтониан зависит
линейно, его максимальные значения будут достигаться на границах изме­
нения управляющих функций: на верхней, если #i=X z«(l) и К2=  
=sin20A,z(J) (£) — eA,r f2>(5)+£o положительны, и на нижней—если значе­
ния указанных функций отрицательны. Переход от слоя с максимальным 
(минимальным) значением управлений (внутри неоднородного слоя), к 
слою с минимальным (максимальным) значением происходит в точках 
в которых функции К , и К> обращаются в нуль. Таким образом, число од­
нородных слоев с экстремальными значениями управлений, составляющих 
оптимальных! неоднородный, определяется числом пулей этих функций. 
Являясь многочленами второй стспепи, К { и К г не могут иметь более двух
нулей. Если принять для коэффициентов С{$  значения из (21), то легко 
убедиться, что функция К> может иметь нс более одного пуля, а функция 
К { па заданном интервале изменения £ положительных пулой иметь не 
будет. Иными словами, оптимальный неоднородный слой должен состоять 
по более чем из двух однородных с экстремальными значениями парамет­
ров. Если же не накладывать ограничений на вес неоднородного вибропог- 
лощающего слоя (13), то легко можно убедиться в том, что функции К { и 
К2 не будут иметь положительных пулей, т. е. в этом случае оптимальным 
вибропоглощающим слоем будет являться однородный. Значения парамет­
ров ого определятся знаком функций K t н Кг в какой-либо точке, например 
на границе слоя с металлической пластиной

(22) Ki (|i) =sin* 0См <0, K2(%i) =sin2 0(7»’ >0.
Неравенства (22) указывают, что реальная часть модуля Юнга слоя долж­
на быть минимальной, мнимая часть — максимальной. Учитывая, что зна­
чение плотлости материала слоя определяется знаком функции К3= —
находим

(23) К3(% ,)= -С ? > 0 ,
т. е. плотность оптимального однородного слоя должна быть максимальной 
(функция Положительных пулей нс имеет).
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