
где функция Ханкеля Нi(1) заменена своей асимптотикой при больших аргументах. 
Фурье-преобразование координаты Уо легко найти из выражения (2) интегрирова
нием:
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После подстановки выражения (8) в решение (7) интеграл можно вычислить, 
воспользовавшись формулой № 3.944 [3]. Потенциал скорости звукового поли, запи
санный во внутренних координатах, имеет следующий вид:
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где RZ= X 2+YZ, tg 0 =  —  с — скорость звука в жидкости.

X
Угловая зависимость излучения (9) имеет дипольный характер cos 0. Зависи

мость потенциала (9) от числа Маха показывает, что взаимодействие вихря с ребром 
на плоскости является более сильным источником звука в слабосжимаемой среде, чем 
сталкивающиеся вихри в свободном пространстве [4], и звуковое ноле сравнимо 
с излучением вихря при огибании края полубссконечного экрана [1]. Для объемного 
источника звука — ускоренного одиночного вихря, следовательно, зависимость мощ
ности излучения от числа Маха определяется типом неоднородности границы.

Автор благодарит Л. М. Лямшева, под руководством которого выполнена настоя
щая работа.

ЛИТЕРАТУРА

1. D. G. Crighton. Radiation from vortex filament motion near a half plane. J. Fluid
Mech., 1972, 57, 2, 357-362.

2. F. Obermeier. Berechnung aerodynamisch erzeugter shall felder mittels der Methode
der Matched Asymptotic Expantions. Acustica, 1967, 78, 4, 238-239.

3. И. С. Г рад штейн, И. M. Рыжик. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений.
М., «Наука», 1971.

4. S. Rahman. Berechnung der Shallerzeugung beim frontalcn ZusammenstoB zweier
Wirbelpaare. Acustica, 1971, 24,1, 50—54.

Акустический институт Поступила
Академии наук СССР 31 марта 1975 г.

УДК 534.222

ОБ ЭФФЕКТАХ ТРЕТЬЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ
ВОЛН ДЕФОРМАЦИИ В ТВЕРДЫХ СРЕДАХ.

НЕСИНХРОННЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ И САМОВОЗДЕЙСТВИЕ
Б .  А , Конюхову Г .  М. Ш а л а ш о в

При распространении волн деформации в твердой среде имеют место эффекты, 
связанные с кубической нелинейностью среды, такие, как генерация второй сдвиго
вой гармоники [1], влияние статических напряжений полей на амплитуды гармоник 
12, 3) и самовоздействие волп [4].

Теоретическое исследование генерации высших гармоник волп деформации в при
ближении девятиконстантной теории упругости проведено в работе [5]. Ниже при
водятся результаты теоретического анализа несинхронных взаимодействий и само- 
воздействия волн деформации в изотропной твердой среде. Частично этот вопрос был 
рассмотрен в работе [6]. Такие взаимодействия есть четырехчастотные взаимодей
ствия вида [7]

0) 1 + 0)2— 0)1 =  0)2,
(1)

k,+k2—k ,= k 2,
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где coi u kj — частоты и волновые векторы взаимодействующих волн; Для рассмотре
ния указанных взаимодействий решим уравнения нелинейной акустики третьего при
ближения [5].

Будем искать решение задачи о несинхронном взаимодействии модулированных 
волп в виде:

2
(2) u =  Re[tM j(p/r, |г**)в<<“/,“ к/г)],

j—1 , .

где Aj — комплексные амплитуды взаимодействующих волн, — собственные вектора
решений линейной задачи, р*— число Маха (р*~иД«:1). Используя метод усредне
ния [7], получим следующие укороченные уравнения для действительных амплитуд 
aj и фаз <pj(Hj=«je*p/) взаимодействующих волн:

(3)
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где I) — координата вдоль направления распространения /-й волны, V) — скорость рас- 
пространенпя данного типа взаимодействующей волны, для продольной волны 
^= с,= ро_,/а(Я+4/зр ),/г, для поперечной волны vj=ct=p0- ,/i\.i,J\  Выражения для эффек
тивных параметров нелипейности пх, п2, ni2 и п21 имеют вид:
(4) nt= n2= n l=(2p0ci2) - 1(i2D + i2ff+12G+i2I+18B+6A+6C+3/2poc/2) 
для продольной волны,

(5) т = п2—п1— (2poCf2) (3/+ЗВ+ЗЛ/4+3/2ро^2)
для поперечной волны,

(6) rti2=n2i= n //= 2 ^  c o s 2 О + р о ^ сгЧ  (12D+4/+4//+2Я+2С+/Г/2—р/3) sin2 0 -
— (8/+4/?+2.4+./i>Hp/3)sm2 0 cos2 0]

в случае обеих продольных волн и

(7) tti2=rc2i=tt,f= p 0“ 1e f 2[(4/+5+3^/4)cos2 а  cos2 
+ (4/+3£+5^/4+/£+p/3)cos2 ф cos2 0—
— (2/+Я+Л/4—р) (cos2 0+cos2 ф) —
— (2/+Я+Л/2) (cos2 cp+cos2 сс) +3/+2Я+ЗЛ/4+ЯУ2+р/3]

в случае обеих поперечных волп.
Пусть волна 1 — продольная, волна 2 — поперечная, тогда ni2 и n2i определяются 

соотношениями:

(8) n12=nil= i)o-ic r 2[(i2r+3G+2ff+ilB+2C+9A/2+
+2Я+5р/3) cos2 0 cos2 t-(2/+3G /2+tf+7B /2+C +5^/4+
+ ^ /2 -i-2 p /3 ) cos2 0 cos 2i|)+ ( /+ Я + 3 5 /2 + С + Я /2 - Р /3 )  (sin2 ф-c o s 2 0)];

(9) По|= ^ ,= р 0- 1с г 2[(2/'+ЗС/2+//+7Я/2+5Л/4-ЬЯ/2+2р/3)соз2 0 +
+ (2/+//-ЬЗ#/2+(7+/£/2—p/3)sin2 0+ (3(?/2+25+5Л/4+р) •
•sin2 0 cos2aj)+(8/+3G/2+6B+134/4+.£+4p/3)cos2 0 cos2 yp].

Углы 0, \ p ,  cc, cp в формулах (6) —(9) определяются соотношениями:

(kik2) (lib) (Ькг) (bki)
cos и ------------ ; cos i|> ------------ ; cos cp ------------ ; cos a ------------ ,

k\k2 l\l2 lik2 l2ki

где Zj — вектор поляризации /-й волны, с/ и ct — скорости продольных и сдвиговых 
волп, К, р, А, В, Су Dy Gy //, /  — константы упругости второго, третьего и четвертого 
порядков.

Рассмотрим копкретные примеры. Пусть амплитуда одной из волп промодулиро- 
вана по синусоидальному закону, и при §=0 выражения для амплитуд имеют вид
(И) fli=CJto, a2=a2o{l + rn cos Ш),
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где аю, Яго — постоянные, Q — частота модуляции, т — глубина модуляции. В этом 
случае решение (3) для фазы первой волны будет иметь вид

(12) (pi = ср10 + k̂ niai o2£i + /ci/c22a2o2&i«i21 1 + ̂ 2/2 +
+ 2m

sin[Q,5(xigi-x2| 2»)] 

0,5 (Kill-X2§2H)
cos[Qi-0,5(x,§,+y,2| 2ll)- x2b x ] +

mz sinCKjgi-Xab11) 
2

cos[2Q£ -(К\\\+Кг%‘̂ ) -  2/»2̂ 2_l)

где Xj—Q/fj, (pio — начальная фаза, I211 и ^-'- — компоненты %2 соответственно вдоль 
и поперек направления

Анализируя формулу (12), можно отметить, что в результате взаимодействия 
амплитудно модулированных волн будут наблюдаться фазовая самомодуляцня (само- 
воздействие) и фазовая «кросс-модуляция»; при этом амплитуды волн в результате 
взаимодействия изменяться по будут. Ипдскс фазовой модуляции имеет сложную 
пространственную зависимость. Угловая зависимость здесь также входит двояко: 
через угловую зависимость эффективного параметра нелинейности п и через член 
вида s inx/x ,  который обусловлен зависимостью эффективности нелинейного взаимо
действия волн от их фазовых соотношений.

При длинах пробега волны Si<̂ A™=2ju’i/Q  угловая зависимость индекса модуля
ции определяется параметром нелинейности. Например, для двух продольных волп 
будут иметь место три экстремальных зпачения индекса модуляции при углах 0i=0°, 
02=90° и

cos 20.3 =
12G+8/+/«//+16£+6A+4C+tf+7p./3

8/+4В+2С+Я+|л/3

При длинах £i>A,m пачпст сказываться угловая зависимость члена sm x/x ,  согласно 
которой, при условии

(14) x i£ ,-x 2y = 0 ,
индекс фазовой модуляции для фиксированного пути будет максимален и будет 
линейно нарастать с увеличением £t. Условие (14) аналогично обычному условию син
хронизма [71. Учитывая, что £2|,:=§i cos 0, из формулы (14) получается угол макси
мального эффекта модуляции 0o=arccos(y2/ yi)-

Как уже указывалось выше, кроме взаимодействия волн в среде с кубической 
нелинейностью должно наблюдаться и самовоздействие. Решение для ср2 системы (3) 
при учете соотношения (И) и а10= 0 имеет вид:

г mz
(15) Ф2 =  Ф20 + &23Я2а20212 1 + ----+ 2m cos(Q£-k2| 2) +

2

т2 т
+  cos (2Ш -2х2?;2)

2

Таким образом, эффект самовоздействия будет выражаться в фазовой самомодуляции 
с частотой Q и 2Q при распространении амплитудно-модулированной (по синусои
дальному закону с частотой Q) волпьт.

Согласно формулам (12) и (15), спектр фазово-модулировапного сигнала несет 
информацию о константах кубической нелинейности твердой среды. Проводя его 
анализ, можно при известных параметрах взаимодействующих волн определить ком
бинацию констант упругости четвертого порядка. •

В эксперименте часто возникает необходимость учета конечных размеров иссле
дуемых образцов. Рассмотрим этот вопрос на примере продольпых волн. Решение 
задачи в этом случае будем искать в виде бегущих павстречу друг другу волн:

2
Об) и =  У '  Re{a,+ (fi’r, ̂ 0  V - 'to+Vl,'r- +

+ ar(n*r, n 't) tpj- e ir°)/l+k/r+(Po+v/(lt‘r’

где a,-* и qjj* — амплитуды и фазы волн, бегущих навстречу друг другу, сро — постоян
ная фаза, определяемая из граничных условий для акустического резонатора (для 
резонатора со свободными концами фо=0, а при закрепленных концах резопатора 
Фо=я/2). Подставляя решения (16) в исходные уравнения, получим систему восьми
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укороченны х уравнен ии  вида:

даиг dai>2
± ci------ =  О,

(17)

dt дЪиг

± с , - ! —  =  к^п,а[  («!*)* + 2(в,*)*]
01 дЪ:

д(р2± 0(р2±
± ct ------ =  W n frK a i* )2 + 2{а2гг) 2]

<П 01:

к{к2*п11С1[(а2±)*+(а2--у1

к2к^пис,[{а^)г +(агт) а].

Если волна н2 промоделирована по закону (11), тогда из формул (17) получа
ется выражение для индекса модуляции mv волны »i, определяемого отношением 
амплитуд Соковых составляющих к амплитуде несущей, вида

»i±e COS ( /f i |t  Ч-фо+^о)
m,v =  k ik^m nna^X x -------------------------

cos(fc,6i+cp0)

sinA+ \ 2 / s i nA_ \ 2 sin A+ sin A
j + / — ---- \ + 2 ----- — -------cos(A+—Д“ +2х|о-1-+2фо),

Д+ д + д -

гдо
sin Д” sin A*1'

sin(A+-f х | 2х +фо) + ——— sin(A‘
ctg ф0 =

Д- A+
y-§2J---фо)

sin Д-  sin A+
- cos (Д+ + х |2± +Фо) + — -—  cos ( Д - - х |2х -фо)

A- Д+
A± =  xEi± xI 211.

Индекс модуляции сильно зависит от длины акустического резонатора и часто
ты <0ь Поэтому спектральные составляющие o)i+Q и cot—Q будут иметь различную 
амплитуду, что необходимо учитывать при обработке экспериментальных данных.

В заключение заметим, что рассмотрелпьте взаимодействия позволяют осущест
вить группу независимых измерений, число которых достаточно для определения 
всех четырех констант упругости четвертого порядка изотропной твердой среды. 
Кроме того, рассмотренные взаимодействия могут быть использованы для определе
ния абсолютных значений смещений в высокочастотных модулированиых волнах 
деформации.
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