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Рассматривается способ возбуждения стержневых колебательных си­
стем ультразвуковых технологических установок, работающих на нелиней­
ную лагрузку. Способ реализуется введением контура обратной связи с 
запаздыванием. Исследуются вопросы существования и устойчивости ав­
токолебаний, приводится сравнение характеристик режимов автоколеба­
ний и вынужденных колебаний. Оцениваются возможности применения 
способа для стабилизации резонансных режимов при изменении парамет­
ров системы и рабочего процесса. Расчетные зависимости сопоставляют­
ся с экспериментальными данными.

В ряде технологических процессов (ультразвуковое резапие и сварка, 
вибрационное упрочнение металлов и т. д.) используются стержневые ко­
лебательные системы, испытывающие периодические соударения с обра­
батываемой средой. На фиг. 1, а  показана схема колебательной системы 
ультразвукового станка. Магнитострикциоппый преобразователь 1  через 
волновод-концентратор 2  сообщает колебания инструменту 3. Концентра­
тор связан с кареткой 4  в узле колебаний и поджимается к обрабатывае­
мому изделию 5 постояппой силой Р.

Фиг. 1. Схема ультразвуковой установки (а), ее динамическая мо­
дель (6) и характеристика усилителя (в)

Для интенсификации процесса необходимо получение резонансных 
режимов при значительных усилиях прижима. При этом оказывается 
существенным влияние обрабатываемой среды, которая изменяет резонанс­
ные свойства системы и обусловливает своеобразные нелинейные эффекты 
[1,2], затрудняющие настройку системы в режиме вынужденных колеба­
ний. Вместе с тем резонансные режимы могут быть получены при автоко­
лебательной схеме возбуждения, осуществляемой цепыо запаздывающей 
обратной связи [3]. В этом случае напряжение питания обмоток магнито-
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стриктора формируется усилителем 6  (фиг. 1, а), имеющим характеристи­
ку с насыщением и преобразующим сигнал, пропорциональный смеще­
нию какого-либо элемепта колебательной системы. Такой сигнал удобпо 
получать при помощи микрофона 7, установленного у свободного торца 
магнитостриктора. Время прохождения звуковой волны от излучающего 
торца до датчика 7 определяет запаздывание в цепи обратной связи. Изме­
няя уровень пасыщешш усилителя и время запаздывания, можно регули­
ровать амплитуду и частоту колебаний, а при определенных их соотноше­
ниях обеспечить стабилизацию резонансных режимов при изменении на­
грузки, определяемой массой инструмента и усилием подачи.

Полагая смещение узла колебаний концентратора малым, будем рас­
сматривать его выходную ступень — стержень длиной I с массой М  на кон­
це (фиг. 1, б), возбуждаемый приведенной к нижнему сечению х = 1  силой 
F[. Колебапия сечения х  относительно его положения в педеформирован- 
пом стержне будем описывать функцией
(1) U x ( t ) ~ m x + u x° ( t )  = т х+ а хе>ш+грх \

где w* — постоянная составляющая; ах, со, ф* — амплитуда, круговая часто­
та и фаза гармонической составляющей смещения.

При поджиме системы постоянной силой Р  па массу М  со стороны изде­
лия действует нелинейная реакция //, которую представим в виде
(2) f ( u h /<»»,) « /0(го,, a t) +  [ k ( m h a l) + j ^ ( m l, а,)]вД
где /о(m i, й/) — постоянная составляющая реакции; k ( m h а {) ,  $ ( m h a t) — 
эквивалентные жесткость и демпфирование. Эти величины определяются 
по стандартной методике вычисления коэффициентов гармонической линеа­
ризации [4].

Возбуждающая сила Ь\ формируется в результате нелинейного преобра­
зования F i = F { u r ) сигнала, пропорционального смещению сечения х = г  и 
подаваемого с запаздыванием t 0 в точку приложения силы х = 1 .  Учитывая 
(1), запишем полную характеристику цепи обратной связи
(3) F i = F ( u r)™ z(a t )u*e~**\

где z ( a r) — гармонический коэффициент усиления.
Смещения сечений стержня определим при помощи оператора динами­

ческой податливости Ь {{ х , /со), связывающего смещение и х сечения х  с си* 
лой, действующей в сечении I
(4) u x= L t ( x ,  /со) [ F ( a r ) - f ( u h /coz^+Mca2̂ ].

Последнее слагаемое здесь учитывает инерционную нагрузку.
В дальнейшем, пе нарушая общности изложения, будем полагать г= 1 .  

Согласно (1), u l(i= U r )a laT- i exp /(фг—Ф/), поэтому в случае гФ 1  изменение 
положения датчика обратной связи вдоль стержня может быть учтено вы­
бором коэффициента усилепия z ( a r) и запаздывания U* согласно следую­
щим соотношениям:

z ( a r ) = a i a T~ ' z ( a l) , t 0* = t 0+  (ф<—фг) со"1.
Подставляя выражения (2), (3) при г = 1  в уравнение (4) и разделяя 

постоянные и периодические составляющие, получим
(5) m x= - L , ( x ,  0 ) f 0(m i ,  а , ) ,

(6) u x° = L , ( x ,  7'ю) [ г ( а , ) е ~ }Ыо—k ( m h a , ) — /a>P(mh а,) + М ( л г] и , \

Из (6) при х — 1, разделяя вещественные и мнимые части, получим 
условия существования автоколебаний в виде:

z ( a t) cos со£о=С /(со, m h а ,) ,  

z{a{) sin (dt0= — F(w, mi, a t) ,
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где f/=Re W \  F=Im W ;  W  — динамическая жесткость системы:
(8) (со, m h a { ) = L r ' ( l ,  j < d ) + k ( m h a t ) — <oW+/<&P(Wt» az). 
Соотношения (7), (8) совместно с очевидным равенством
(9) /о (m„a,)=P
и выражениями для величин /0, к ,  (5 позволяют найти все параметры уста­
новившихся автоколебаний нижнего сечения, а с помощью уравнений (5)у
(6). постоянные составляющие, амплитуды и фазы смещения остальных 
сечений.

Пусть характеристика усилителя в цени обратной связи (фиг. 1, в )  име­
ет начальный коэффициент усиления z0 и уровень насыщения d. Расчеты 
показывают, что гармонический коэффициент усиления z(a{) [4] мало чув­
ствителен к величине z0, поэтому при анализе установившихся движений 
целесообразно рассматривать релейную характеристику ( z 0-+oo)

(10) z ( a , ) = 4 d / n a t, [z(a,)<z0].
В этом случае условия существования (7) принимают вид

(11) . a t= ( F  /  U )  cos g)£0,
(12) a i = — ( F / V )  s in  

где F = 4 d  /  n .
Исключая в (11), (12) тригонометрические функции, получим выра­

жение
(13) a , = F M U 2( оз, m h a,)+F2(a), т ,  a i ) = F / \ W \ ,

определяющее амплитудно-частотную характеристику системы при дейст­
вии гармопической силы F i = F e x p j & t .  Таким образом, совокупность ампли­
туд at и частот со автоколебаний, получаемых при различных значениях 
запаздывания, соответствует точкам резонансных кривых. Согласно (13) и
(8) резонансные свойства системы существенно зависят от вида нелиней­
ной реакции (2) и оператора динамической податливости L i ( l ,  /со).

Взаимодействие инструмента с изделием при ультразвуковом резании 
можно представить в виде характеристики ограничителя жесткости к 0 
(фиг. 1, б), полагая, что диссипация энергии происходит главным образом 
в колебательной системе. Коэффициенты гармонической линеаризации 
j o (m i ,  a t) и к  (m i ,  а {) этой характеристики приведены в работах [2, 4]. Ис­
ключая из них с учетом равенства (9), получим соотношение, хорошо 
аппроксимирующее зависимость эквивалентной упругости к  от амплитуды 
a t и постоянной силы Р  при a i > P  /  к 0:
(14) к = 2 Р  / ( a t+ P k o - 1) .

Оператор динамической податливости найдем, отыскивая решение вида 
и ( х ,  t )  = a x ( t )  = L i ( x ,  i<n)ejat

дифференциального уравнения колебаний стержня
д 2и  д 3и  , д 2и  Л
—-  — п ----------с2-----=  0
d t 2 d x z d t  d x 2

с граничными условиями
/Л ч ^ r d u ( x , t )  , п  d 2u ( x , t )

И ( 0 ,0  = 0 , 5 5  — +  — -L д х д х  d t ]

где S  — площадь поперечного сечения; с = ^ Е /  р —скорость звука в мате­
риале стержня; Е , р —модуль упругости и плотность материала; п = $ с 2 /
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е>,х—е

У 2шо — линеаризованный коэффициент внутреннего трения; ф — коэффици­
ент поглощения звука.

В результате мы имеем

(15) U  (*,/©) =  (1+уогес-2) ’
где Я=/ш(с2+/сол)"’/:.

Подставляя (15) в выражение (8) и ограничивая разложение величии, 
содержащих малый параметр ф, линейными членами, получим

. ф£ (£+0,5 sin 2£)
(16)
где

W =  I  e tg  1 + q - v V + i 4я sin2| ] ■

>Z / с; q = k l / E S \  \ i = M  /  pIS.

На фиг. 2, а по уравнениям (13), (14), (16) построены амплитудно-ча­
стотные характеристики системы для двух низших форм колебаний при 
различных значениях силы Р .
Здесь для примера принято, aL \  
что жесткость ограничителя 
Jcq , т. е. рассмотрен слу­
чай, когда его влияние на ха­
рактер колебаний проявляет­
ся наиболее сильно.

В этом случае, соглас­
но (14),
(17) k = 2 P / a h

и соотношения (13), (16)
дают при ф=0 следующее 
уравнение резонансных кри­
вых:

6р >6/2

(18) аг=  (—2бр±б) /
/  ( £ c tg £ - p ,£ 2),

Фит. 2. Резонансные кривые (а) и зависимость 
частоты автоколебаний от запаздывания (б)

области существования кото- у  
рых определяются из условия 
a i > 0. В (18) введены следую­
щие обозначения: 8 = F l /  E S \
6 p= P l / E S .

Из (18) видно, что при 
отсутствии диссипации энер­
гии амплитуда щ неограни­
ченно возрастает на собственных частотах линейной системы без ограничи­
теля. Принимая во внимание, что согласно (8) и (16) функция V  учитыва­
ет упругие и инерционные, а V  —  диссипативные свойства системы, из 
уравнения (13) получаем условия резонанса при наличии потерь в виде:
(19) U (со, а,) =0, a t= F / V { со, at) .

Подстановка в (19) действительной и мнимой частей из выражения (16) 
приводит с учетом (17) к уравнениям
(20) 26P/ ( i c t g g - | x r ) ,

(21)
4лб sm2

d t
Ф£ (g+,0,5 sin 2 1 )  ’

совместное решение которых определяет резонансную частоту |  и ампли- 
туду di\  Такое решение удобно проводить графически, построив скелетные
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кривые (20) (штрихпунктирные линии на фиг. 2. а), связывающие часто­
ты и амплитуды свободных колебаний и разделяющие ветви резонансных 
кривых, и линию 1 предельных амплитуд (21), ограничивающую резонанс­
ные кривые сверху.

Из фиг. 2, а  видно, что при 6Р=0 система линейна, и ограничитель не 
оказывает влияния на ее колебания. Приложение постоянной силы Р  сме­
щает максимум резонансной кривой в область более высоких частот, причем 
при значениях 6Р>6 /  2 существенно изменяется ее характер: она становит­
ся двузначной, и с возрастанием бР сужается ее частотный диапазон. 
Уравнения (20), (21) позволяют найти связь между резонансной частотой 
и постоянной силой:
(22) 6Р 2 я  ( s m 2 r - 2 p y s i n 2 n

б г|) (2£‘ + sin 2|’)

Максимумам функции (22) соответствуют предельные значения 6Р и £\ 
при которых резонансные кривые вырождаются в точки. При ц=0, напри­
мер, эти значения для двух первых форм колебаний будут:

1Г=0,71я, 6Р1=1,756/Ч>,
Ь*=1,74я, 6р2=0,766 /  ф.

Выше было показано, что параметры автоколебаний соответствуют точ­
кам резонансных кривых. С учетом (16) приведем уравнение (12) к виду

4л6 sin21 sin 
№  (|+0,5 sin 2 1 ) '

где x = t 0c / l .  Точки пересечения (фиг. 2, а)  резонансных кривых с лини­
ей 2, построенной по уравнению (23) при gr=const, определяют частоту и 
амплитуду автоколебаний и соответствующее значение запаздывания. На 
фиг. 2, б  построена зависимость частоты автоколебаний от запаздывания. 
Следует иметь в виду, что значениям л(х—1)<£т<л;(2х—1) /  2, 
(х=1, 2 ,...) отвечают ветви резонансных кривых, расположенные справа, 
а значениям п { 2х—1) /  2 < |т < л к  — слева от скелетных линий, причем чет­
ные х принимаются при прямом (6>0), а нечетные —при инверсном 
(6<0) включении усилителя в цепи обратной связи.

В ультразвуковых технологических установках, как правило, необходи­
мо получение резонансных колебаний с максимальными амплитудами. 
Сопоставляя соотношения (19) с условиями существования (11), (12), най­
дем, что резонансный режим автоколебаний частоты (авторезонапс) 
реализуется при условии
(24) |sinco70|= l
или
(25) т=(2х—1) я/2£*.

Изменение параметров системы (массы инструмента, силы прижима, 
свойств среды) при постоянном запаздывании вызывает расстройку по ча­
стоте и приводит к отклонению амплитуды от ее резонансного значения аЛ 
Сравнение (12) и (19) показывает, что это отклонение будет минимальным, 
если из всех значений (25) выбрать наименьшее. Полагая х=1 и принимая 
предельное значение резонансной частоты £*=|i*=0,71jt, найдем из (25) 
настроечное значение т=0,71. На фиг. 2, а  по уравнению (23) построена 
кривая 3, определяющая амплитуду автоколебаний при данной настройке; 
во всем рабочем диапазоне эта настройка обеспечивает отклонение ампли­
туды от резонансного значения а '  не более 10%. Таким образом, рассмат­
риваемая система может быть эффективно использована для стабилизации
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резонансных режимов при изменении внешней нагрузки в широких пре­
делах.

Используя полученные решения, оценим влияние параметров системы 
на амплитуды и частоты резонансных колебаний. В общем случае собствен­
ные частоты согласно (16) определяются следующим выражением:
(26) 6 ctg £+д-ц12=0.

При подстановке (14) выражопие (26) дает уравнение скелетной 
кривой

(27) а ,-----— 2бр (а4>б ,/?„).
l e t  Qo

Для стержня без инструмента (ц=0), совершающего колебания на холо­
стом ходу (6Я=0), резонансные частоты и амплитуды в соответствии с (26) 
и (21) будут равны соответственно:

£*=(2х—1) я / 2, а,‘=166/ (2х-1)2т|>, 

(х=1, 2,...)
Присоединение инструмента снижает резонансные частоты, значения 

которых находятся из (26) при <7=0. Приложение постоянной силы вызы­
вает вследствие нелинейных искажений смещение резонансов в область 
более высоких частот. Полагая в (26) <?=ц|2 и учитывая (28) и (14), най­
дем условие полной компенсации расстройки, вызываемой присоединением 
инструмента и его взаимодействием с изделием:

16я цб<7о
[ 8 < 7 о - ( 2 х - 1 ) 2л 2ц ]

Такая компенсация может быть достигнута при <70>  (2х—1)\л2|х /  8. Для 
исследования устойчивости найденных решений воспользуемся критерием, 
полученпым в [5]:

Заметив, что У —мнимая часть (16) не зависит от a t и учитывая сотноше- 
нио (19), получим условие устойчивости авторезонапедого режима:

d z
Odi < 0 ,

ai=ai

которое для принятой характеристики цепп обратпон связи выполняется 
всегда. Для других режимов, показанных на фиг. 2, критерий (29) с уче­
том (10), (16), (17) дает следующее условие устойчивости

26Р—б(б/2бр
di —---------------- —

\ l c t g l - i x l 2\

При бр< 6/2, когда резонансная кривая однозначна (фиг. 2, а), условие 
(30) выполняется во всем диапазоне ее существования, и все режимы 
устойчивы. Сопоставляя (18) и (30), легко показать, что при 6я> 6 / 2  гра­
ница устойчивости расположена между ветвями резонансных кривых пиже 
скелетпой линии, и пижние ветви, иоказаппые на фиг. 2 пунктиром, оказы­
ваются неустойчивыми. Таким образом, каждому значению запаздывания 
соответствует единственная точка амплитудно-частотной характеристики. 
Плавным изменением запаздывания можно реализовать участки резонанс­
ных кривых, соответствующие различным формам колебаний. При опреде­
ленных значениях запаздывания возможны срывы колебаний либо с одной
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формы на другую, либо в пределах одной из форм, как это показано штри­
ховыми стрелками на фиг. 2. Причины срывов подробно рассмотрены в ра­
боте [5].

Проверка основных выводов теоретического анализа была проведена на 
экспериментальной установке, подобной изображенной па фиг. 1, а и вы­
полненной на базе ультразвукового станка со ступенчатым концентратором 
без инструмента. В качестве датчика обратной связи был использован пье­
зоэлектрический микрофон, установленный на некотором расстоянии от 
свободного торца преобразователя.

г

Фиг. 3. Теоретические и экспериментальные зависимости 
между параметрами системы и параметрами автоколеба­

ний в режиме холостого хода

На холостом ходу с помощью пьезодатчика, приклеенного к торцу кон­
центратора, регистрировалась его амплитуда. В результате исследования 
колебательной системы в режиме вынужденных колебаний была построена * 
амплитудно-частотная характеристика, по которой найдены резонансная

2 л
частота /=20,4 к г ц  и коэффициент поглощения -ф =  —  «0,05, где Q =

=  126 — добротность системы.
Для рассмотренной динамической модели (фиг. 1, б) резонансная часто­

та и амплитуда холостого хода определяются согласно (28) выраже­
ниями } = c / 4 l ,  a f= i ( ) F l / n \ \ ; E S ,  F = A d / n .  В эксперименте приведенная 
длина стержня составляла 1 = 63,5 м м .  Все дальнейшие эксперименты про­
водились при постоянном уровне возбуждения магнитостриктора, при ко­
тором амплитуда в резонансном режиме холостого хода равнялась а<= 
=10 м к м , а потребляемая магпитостриктором мощность составляла 60 вт. 
Приведенная к нижнему сечению стержня возбуждающая сила ^=10 к Г ,  
а уровень насыщения характеристики цепи обратной связи d = 7,9 к Г .  
(В расчетах приняты следующие значения: с=5,17*105 с м / с е к \  Е =  
=2*10'1 к Г / с м 2; 5=3,14 с м 2.)

В автоколебательном режиме на холостом ходу исследовались условия 
самовозбуждения pi параметры установившихся колебаний при изменении 
запаздывания в широких пределах. Результаты исследования показаны па 
фиг. 3, где точками представлены экспериментальные данные, наложенные 
на расчетные кривые. На фиг. 3, а  построена граница самовозбуждения при 
характеристике с насызцепием, подобной изображенной па фиг. 1, в ; пара­
метрические уравнения этой границы имеют вид [5]:
(31)
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где Zo= Z(j l lES . Исключая из (31) величину Z0, получим уравнение для 
частот, соответствующих границе самовозбуждения, в виде

tg |т = —1|) (|+0,5 sin 2£) (2л sin 2|) ”1.

Это соотношение .справедливо и для установившихся автоколебаний. На 
фиг. 3, б  приведена зависимость частоты § автоколебаний от величины за­
паздывания т. Реализуемые при этом амплитуды показаны на фиг. 3, в. 
Они строго соответствуют амплитудно-частотной характеристике, получен­
ной в режиме вынужденных колебаний. Теоретическая резопансная кри-

Фиг. 4. Осциллограмма силы ударного взаимодей­
ствия инструмента с изделием

вая на фиг. 3, в построена по уравнениям (13) и (16) при д=0, р,=0. На 
фиг. 3, 2 представлен график гармонического коэффициента усиления (10) 
и даны экспериментальные значения Z = k U M/  £/д, где UM и £/Л — соответст­
венно напряжение на обмотке магпитостриктора и напряжение, снимаемое 
с датчика обратной связи; Л:=2 • 10—ь — постояпный коэффициент, вычислен­
ный по значениям, соответствующим авторсзоиаису. Приведенные на фиг. 3 
кривые связаны построениями, показанными стрелками.

В процессе ультразвукового резания при нагружении колебательной 
системы постоянной силой Р  регистрировалась сила взаимодействия между 
инструментом и обрабатываемым изделием. В качестве датчика был ис­
пользован пьезоэлемеит, вклеенный между массивным оспованием и обра­
батываемой стеклянной пластипой, помещенной в абразивную суспензию. 
На фиг. 4 приведена характерная осциллограмма процесса резания. Резуль­
таты эксперимента, полученные при различных значениях силы Р, пред­
ставлены на фиг. 5, иллюстрирующей характер изменения амплитуды силы 
ударного взаимодействия А  (фиг. 5, а)  и частоты автоколебаний / 
(фиг. 5, б)  при плавном изменении величины запаздывания.

Следует отметить, что в экспериментах, как на холостом ходу, так и 
под погрузкой, подтвердился теоретический вывод о соответствии амплитуд 
и частот автоколебаний резонансным кривым, получаемым в режиме вы­
нужденных колебаний. При этом наблюдались описанные выше нелиней­
ные эффекты. Значение силы Р = 5 к г  при заданном уровне возбуждения 
Р=10 к г  является тем граничным значением, при котором резопансная 
кривая (6Р<6 /  2 на фиг. 2, а )  ещо однозначна во всем диапазоне существо­
вания. Превышение этого значения Р  приводит на определенных частотах 
к срывам колебаний, обусловленным появлением неустойчивых ветвей резо- 
напсных кривых (6;,>6/2 на фиг. 2, а ) .

Резонансные колебания, соответствующие максимумам амплитудпо-ча- 
стотных характеристик, были реализованы при постоянном запаздывании
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т=3 (фиг. 5). Экспериментальные зависимости частоты автоколебаний и 
амплитуды силы удара от постоянной силы показаны на фиг. 6. Здесь же 
для сравнения дай результат расчета по формуле (22) при р,=0 (липия 1 ) .

А,кг

Фиг. 5. Экспериментальные за­
висимости амплитуды А силы 
удара и частоты /  автоколеба­

ний от запаздывания
Фиг. 6. Зависимость парамет­
ров авторезонаисиых режимов 

от постоянной силы

Следует подчеркнуть, что система самовозбуждается и выходит на резо­
нансный режим без какой-либо дополнительной подстройки при всех ука- 
запных на графиках значениях постоянной силы.
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