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Рассмотрено теоретически параметрическое возбуждение пульсаций 
пузырька. Если резонансная частота пузырька близка к половине ча­
стоты падающей йолпы, то вынужденные колебания пузырька становят­
ся пеустойчивыми; полоса частот, соответствующая области неустойчи­
вости, возрастает с увеличением амплитуды падающей волны, причем 
максимальный инкремент возмущения соответствует возбуждению суб­
гармонический компоненты. Определена амплитуда объемных пульсаций 
на субгармонике и амплитуда звуковой волны, излучаемой на этой ча­
стоте при заданном расстоянии до точки наблюдения.

Согласно экспериментальным данным, в спектре шума ультразвуковой 
кавитации имеются дискретные компоненты как в области высоких, так 
и в области низких частот по отношению к частоте возбуждающего поля. 
Характерной чертой низкочастотных компонент и, в частности, сигнала на 
субгармопике является то, что их возникновение носит пороговый характер, 
в то время как гармоники высших порядков существуют при любом зна­
чении внешнего поля. В последнее время большое внимание было уделено 
изучению природы первой субгармоники сигнала основной частоты [1].

Существует несколько гипотез относительно происхождения субгармо­
нической компоненты кавитационного шума. Наиболее правдоподобной, на 
наш взгляд, является гипотеза о параметрическом возбуждении собствен­
ных колебапий пузырька, частота которых равна половине частоты возбуж­
дения. Это явление было рассмотрено Флинном [2]. Методом возмущений 
было найдено периодическое решение уравпепия для радиуса сферического 
пузыря, возбуждаемого внешним синусоидальным нолем. Были опреде­
лены условия, при которых это решение является неустойчивым и проис­
ходит параметрическое возбуждение пульсаций пузырька на частотах* 
близких к частоте субгармопики.

В этой работе, однако, не была определена амплитуда возбуждаемых 
пульсаций. Наша цель состоит в том, чтобы из условий стабилизации опре­
делить амплитуду субгармонических колебаний.

Рассмотрим одиночный сферический пузырек в жидкости. Пренебрегая 
поверхностным натяжением и изменением формы пузырька, движение 
стенок пузырька в приближении несжимаемой жидкости можно описать 
уравненем Рэлея

Я Й  +  ~ П 3 = — ( Р - Р 0).
2 р0

Для объема пузырька это уравнение преобразуется в следующее:

(1) av~hv - - ? r v - '/ 'v l= P r- P t,о
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где Д — текущий радиус пузырька, р0 — плотность жидкости, Pv — давле­
ние внутри пузырька, Р„ — внешнее давление, v — объем пузырька, равный 
4/ 3яД3, и0 — его равновесное зачение, a= p 03“l/5 (4n)_V3.

Пренебрегая теплообменом между пузырьком и окружающей средой, 
т. е. считая процесс изменения состояния газа адиабатическим,
РГ=Р0  ̂ , получаем, что отклонение радиуса пузырька от его рав­

новесного значения, а следовательно, и изменения давления в нем малы,
v' Р'т. е. v= v0+ v \  Р=Р0+Р', -— < 1 , —  <  1 . Сохраняя кубические члены по
Vo Р о

v'fvo, мы получим из формулы ( 1 ) уравнение вида
(2 ) v+<x)ozv—avz— ̂ {2vv-\-v2)+\v{2vv-\-v2)+xv:i= —еР,
где

со02= 3  7 Р 0/роДо2, a= 9^  ( y+ 1) Д0 / 8 ярс»До5, 
р=1/8лДо3, £=1/8я2Д06,
Х=9^( 'i+ l)  (7 + 2 )Р 0/2ро(4я)2Д08, е=4яД 0/ро.

В линейном приближении уравнение (2), описывающее пульсации пу­
зырька под действием вынуждающей силы Р=Раеш+к.с., как известно, 
имеет решение

(3) и0= А 0еЫ1 + к. с., А 0 еР0

0>о2 —О)2 ’

Точное решение уравнения (2) U является периодическим, по не гар­
моническим, так как наряду с членами, соответствующими колебаниям на 
основной частоте, появляются члены, отвечающие ее гармоникам. Не пред­
ставляя это решение в явном виде, исследуем его на устойчивость обычным 
способом. Для этого наложим на решение U малое возмущение
(4) у1= В 1е1Ъ'*+Д2е-,ш‘',

со

считая В 1 и В2 медленно изменяющимися амплитудами вида Bi=bieipi\ 
B2=b2eip2t. Решение в виде
(5) u=U+Vi
мы подставим в уравнение (2 ), написанное с точностью до квадратичных 
членов, и, приравнивая члены с одинаковыми показателями степени при 
экспонентах, получим следующую систему уравнений:

- с о р А eipt*+ ^со02 — 1—2Ъ2е'Рг1Ао —-^-^co2j  = 0 ,

2 О

- а р г Ъ 2 е ' Р1‘ -  ( ® о 2 _ ) Ь 2 е {р 1 ,+ 2Ь 1е ‘р ' ‘А о +  -  —  Р с о 2 j = 0 .

Приравнивая показатели степепи при экспонентах, получим, что в рас­
сматриваемом случае Pi=:P2=p.

Чтобы эта система имела решение, необходимо, чтобы ее детерминант 
был равен нулю; отсюда

<7) ( щ , ~ т )  - 4 U °l2( a - T K ) •
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Рассмотрим подкореппое выражение. При фиксированной частоте внеш­
него воздействия со всегда найдется такое значение амплитуды А 0, при 
котором подкоренное выражение станет отрицательным; следовательно, р 
станет мнимым и возмущения г;, будут нарастать. Инкремент будет макси­
мальным при со0 =  —— , 11 т° соответствует колебаниям пузырька на частоте,

2
4

равной субгармонике основной частоты. В атом случае при  ̂=  ——

где Ра — амплитуда внешнего возмущения, Р0 — гидростатическое давле-
t

ние, a Vf==beiz 2 Это согласуется с результатами работы [2]. Зметим, что
учет затухания приведет к наличию порога неустойчивости [2].

Если амплитуду А0 считать постоянной, то можно определить полосу 
частот 2ДЙ, в которой колебания будут нарастать, а следовательно, и ре­
шение v уравнения (2) будет неустойчивым. Полоса частот, соответствую­
щая области неустойчивости, простирается от озо—Д£2 до о)0+Д£2, где

(9) Л о (3(ki)02—а) / оъ.

Далее определим установившуюся амплитуду колебаний пузырька па 
субгармонике вынуждающей силы. Для этого в уравнении движения необ­
ходимо сохранить кубичные члены, т. е. решить уравнение (2). Аналогич­
ная задача для колебательной системы, описываемой уравнением

(10) Х+2\Х+а„гХ  =  —  cos со«-бХ2-х Х 3,
т

где X — коэффициент трения, о>0 — частота собственных колебаний, /  — 
внешняя периодическая сила с частотой оз, т — масса, б, х — коэффициен­
ты при нелинейных членах, рассмотрена в книге [31.

Устойчивое решение этого уравнения при постоянной амплитуде имеет 
вид

где х — коэффициент ангармоничности, характеризующий сдвиг частоты 
собственных колебаний, Дсо=со—2(о0.

Уравнение (2) отличается от уравнения (10) наличием нелинейных 
инерциоппых членов. Тем не менее решение уравнения (2) можпо полу­
чить на основе выражения (11), если вычислить значение коэффициентов 
б и х для нашего уравнения. Для этого в соответствии с процедурой ме­
тода последовательных приближений в правую часть нелинейного урав­
нения следует подставить его решение в линейном приближении. Собирая 
квадратичные члены, мы получим выражение б = а —ЗрозД

Для определения х заметим следующее. Наличие нелинейных членов 
в уравнении движения приводит к зависимости собственной частоты коле­
бания пузырька от амплитуды В, которая может быть представлена в виде 
озо+хВ2, где х в нашем случае определяется выражением

.... . = 3(х+3£с>ог) 5 (g—3jW)»
8 (1)0 1 2 юо3
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Учитывая, что f/m=EPa, мы получим устойчивое решение при посто­
янной амплитуде:

D2 _  _____________ \__________________  V
3 (Х+З^соо2) ___ 5 (а-З^соо2) 2
8 соо 12 соо3

Х{ т + У[> - = ^ 1 ‘
где Л — логарифмический декремент затухания собственных колебаний 
пузырька.

Подставляя в эту формулу значение входящих в нее параметров, при 
Л =0 и Дсо=0 получим выражение для амплитуды объемных пульсаций 
пузырька на субгармопике вынуждающей силы:

(13) В = 2 у0 ~J------- --------
'  [9 'r-2 f+ 1 8 ]

Пульсации пузырьков приводят к излучению звуковой волны с ампли­
тудой звукового давления

(Л/\ п Л ] /  Р 
(14) р 2пг I  9T- 2 f + 1 8  ’

где г — расстояние от центра пульсирующего пузырька до точки наблю­
дения.

В заключение приведем численную оценку отношения стабильной 
амплитуды на субгармонике к равновесному объему пузырька. Так, при 
If-4 /3 , Р - 1 и B/vо»0,4.
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