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Дано строгое решение задачи о дифракции плоской звуковой волны 
на системе произвольных акустически мягких эллиптических цилипдри- 
ческих рассеивателей, продольные оси которых образуют круговую ци
линдрическую решетку. Приведены количественные характеристики уг
лового распределения амплитуды поля рассеяния для системы из трех 
рассеивателей при различных геометрических характеристиках ее.

Рассмотрим задачу о рассеянии плоской звуковой волны на системе 
из N  бесконечно длинных акустически мягких эллиптических цилиндри
ческих рассеивателей, расположенных в неограниченной однородной изо
тропной среде, ограничившись случаем, когда продольные оси цилиндров 
образуют круговую цилиндрическую решетку радиуса г, а эллипсы нор
мальных сечений цилиндров имеют произвольные размеры, ориентацию 
и не соприкасаются друг с другом (фиг. 1).

Задача состоит в отыскапии решения скалярного волнового уравнения 
Гельмгольца относительно потенциала скорости Ф(,) рассеянного поля, 
удовлетворяющего в сумме с потенциалом скорости Ф<0) падающего поля 
на поверхности Si каждого из N  цилиндров системы граничным условиям
(1) (ф < « + ф < » )я<- 0 ,  /V

и условию излучения на бесконечности.
Для решения задачи воспользуемся эллиптической цилипдрической си

стемой координат и методом разделения переменных [1].
Введем в рассмотрение следующие системы координат и обозначения 

(фиг. 1): прямоугольную систему координат OXYZ  и связанную с пей си
стему координат кругового цилиндра р, cp, z, расположенные так, что 
оси Oz проходят через центр рассматриваемой решетки рассеивателей па
раллельно их продольным осям, а ось ОХ паправлепа вдоль радиус-вектора 
0 0 {; локальные прямоугольные системы 0.,xsy,z^  5 = 1 , . . . ,  А7, оси 0.,z4 
которых совпадают с продольными осями соответствующих цилиндров, 
а оси Огхя направлены вдоль больших диаметров их эллипсов сечений; 
локальные эллиптические цилиндрические системы координат £*, r|s, zs; 
р=г, ф3 — полярные координаты центров 0 5 локальных коордипатных си
стем; £,=£,° — эллиптические координаты поверхностей 5,- рассеивателей; 
2/я — расстояние между фокусами эллипсов сечений цилиндров; ч» — углы 
между осями Оsxs и лучами 0 0 в.

Пусть в направлении единичного вектора п (фиг. 1), образующего угол
—  с осью Oz и угол а  с осью ОХ, распространяется плоская звуковая 

2
волна
(2) ф<о>= е *п, п?
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где к — волновое число, R — радиус-вектор точки наблюдения р в поляр
ной системе координат р, <р.

Разложив выражение (2) в ряд по эллиптическим волновым функциям, 
представим плоскую звуковую волну в локальных координатах 5-го цилинд
ра в виде

оо

(3 ) ф(°>=2е"‘г со£ э* ̂  [спСеп ( |„  qs) сеп (ц., b ) (a., q.) +
11=0

+  dnSen (£., q,) se„ (л., q,) se„ (cc3, q,) ],

где Cen(l„ q.) и Se„(%„ q.) -  радиальные четная и нечетная функции 
Матье п-го порядка, сеп(л„ qs) и se„(r|3, q.) — угловые четная и нечетная

Фиг. 1. Нормальное сечение круговой решетки, состоя
щей из эллиптических цилиндрических рассеивателей

функции Матье п-то порядка, cn=cn(qs) и dn=d„(qs) — коэффициенты про
порциональности, ря= а —ср„ а ,—угол падения плоской волны

в локальных координатах 5-го цилиндра, а а=£>а—х*.
Поле, рассеянное системой цилиндров, будем искать в виде суперпози

ции полей, рассеянных отдельными цилиндрами, с учетом взаимодействия 
цилиндров, обусловленного многократностью процесса рассеяния звука.

Представив потенциалы скоростей ф£1) полей рассеяния отдельных 
цилиндров рядами по локальным эллиптическим волновым функциям, 
удовлетворяющим условию излучения на бесконечности, решение уравне
ния Гельмгольца получим в виде

N  оа

ф<° = 2 £ £ |  {х Г с пСеп(Ъ°,д>)спМе‘‘) (£., q .)cen (r\„ qs) +
я =  1 n = 0

(8)+  Уп dnSen(ls°,q8)dnNen (g„ q$)sen(r)ai qs)}.
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Здесь М е ^  (£.„ qs) и Nen ( | s, qe) — комбинированные четная и нечетная

функции Матье первого рода п-то порядка, Хп* и Уп ~  неизвестные ко
эффициенты разложений, определяемые из системы фупкциопальных 
уравнений (1).

Алгебраизация этой системы осуществляется путем подстановки в вы
ражение (1) соотношений (3) и (4). Поскольку в выражении (4) для по
тенциала скорости рассеянного ноля все поля представлены в различных 
координатных системах, возникает необходимость в написании их в ло
кальных координатах s-го цилиндра.

Перенос координатных систем Ovxpyvzv  ̂p ^ s , р = 1 , . . . ,  N, в точку Os 
выполняется на основании теорем сложения для эллиптических волновых 
функций, приведенных, например, в монографии [1]. При этом полярные 
координаты asp= ^sv и l= lSP точки Ор в координатах . 9 - й  системы с учетом 
условий рассматриваемой задачи могут быть представлены соотношениями:

если .9 <  р;

тг.* =  -  90° - (ф« -  фр)
- 2 1Ги если s >  р\

18Р = 2rsin 1ф.-фр1 \
2 /  ’

если 1 ф* — фр 1 <  180°;

/  ̂ Ч1П 1 360° —|ф3 — фя|
 ̂ , если 1<р4—фр1> 180°;о$р — s-Ji ОШ 1

2

6»р=Тф«+ "Г*'-Ф р—Тр1-

Используя свойство полноты и ортогональности угловых функций 
Матье, соответствующих одному и тому же значению параметра q.4i па 
промежутке (0, 2 я ), мы получим для определения неизвестных коэффици
ентов х (п9) и у\9) бесконечную систему линейных неоднородных алгебраи
ческих уравнений:

N  со
<а> , \ П  ,  ( Р , а )  <3>) , ,  (Р , а )  ( р )хп + > > [апт хт + опт ут } = (Оа „  ,

p = i  7 П — 0

р Ф г

N  со
(а) , V"! ( <р,*<) (р) I <р>8) <РЬ

Уп ' \^nm Хт I- Wnm Ут }
р = 1  т = 0

рфз

ft<d>Р* »
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с матричными элементами

(6)
„ (р,в> о с”£ е т (£р°> <iv) л(1>-/ с % 
«П7П =  2  — — -.4 -— Г- Qmn (р, S; 65Р) ,

»(р,з)_ty dmSem (^р°, qP)
Опт — £ Q m l  ( Р ,  S ,  6„р) ,

cnMe[‘4 V , q s )п

V(р.з) с с™Рет (§р , др)
п т =  2 (О

d J f e < ? ( V , q . )
Rmn (р, s; 6sp) ,

п

w (Р,*> Л Йто5бтп (|р°, Qp)
п т =  2 Rml (р, s; б»р)

п

п правыми частями

(7) a <', =  - ^ r c o = P, ^ f l C O f z i l ) -----
сяЛГе“ '(бЛ?.)

Q (Л) _  _  giftr cos р, ggn(C68l Qs)
d nM e y ( V , q s )  *

Здесь (p, 5 ; S«P), <5^n (p, 6sp), J?(̂  (/>, 5 ; 6,P) и # $ n (p, .9 ; бАР) — ко
эффициенты разложения эллиптических волновых функций параметра дР 
по эллиптическим волновым функциям параметра qs [1].

Бесконечная система уравнений (5) относится к системам с вполне 
непрерывной формой и разрешима методом усечения [1]. Доказательство 
соответствия матричных элементов (6) и правых частей (7) требованиям, 
предъявляемым к таким системам, может быть осуществлено аналогично 
тому, как это сделано в работе [2].

Таким образом, отыскание количественных характеристик поля рассея
ния круговой системы эллиптических цилиндров связано с определением
неизвестных коэффициентов x i8) и у !,е), приближенные значения которых

I  А

могут быть вычислены из конечных систем уравнений, получаемых путем 
усечения бесконечной системы (5) на уровне М. Точность вычисления 
коэффициентов определяется путем сопоставления последовательных ре
шений усеченных систем для различных возрастающих значений уровня 
усечения М.

Применим полученное математическое решение для определения угло
вого распределения поля рассеяния в волновой зоне системы. Основываясь 
на асимптотических соотношениях для комбинированных функций 
Матье [1], преобразуем выражение (4) для потенциала скорости рассеян
ного поля в полярных координатах р, ф к виду

А  (ф) = 2  \  е ‘<*р- я/4)
г я&р

1
со

Х  ^  с »С е « (1Л ?•) сеп(Т)„, q.) +  у ' пй) d„Se„ (£.°, q.)sen (rj«, q.) } ,

7 1  =  0

el
ГДе P =  f~ o '  г], =  ф -  ф8 -  у,.
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Фиг. 2. Диаграмма направленности поля, рассеянного круго
вой решеткой, состоящей из трех рассеивателей с параметра-
м и :  q ,, =  - i s ;  T s= 0 ;  g , = 0 , 2 5 ;  &#- 0 , 0  ( 1)■  0 , 1  ( 2 ) ;  0 ,3  ( 5 ) ;

О

0,5 (4), s'=l, 2, 3; кг=* —  (а)\ я (б) при падении плоской
2

волны в направлении а=л

Для численных расчетов ограничимся системой идентичных эллипти
ческих цилиндрических рассеивателей, центры которых равномерно рас
пределены по окружности радиуса г, а большие оси эллипсов нормальных 
сечений расположены вдоль ("f*=0) линий, соединяющих центры рассеи
вателей с цептром системы.

Вычисления углового распределения рассеянного поля производились 
по формулам (5) — (8) для системы из трех цилиндров и различных углов

7 4
прихода плоской волны а = я , — л  и — я. При этом параметрам q и |°,

6 3
характеризующим волновые размеры эллипсов сечений рассеивателей, 
придавались значения (7=0,25; £°=0; 0,1; 0,3; 0,5, а параметру кг — значе
ния /сг=0,5я и я. Уровень усечения М бесконечной системы уравнений (5) 
был выбран равным 5. Нормированные амплитуды диаграммы направлен
ности рассеянного поля

Р (  ф)  =  — — (ф)1 —  
макс IЛ (ф) I

представлены па фиг. 2—4.
Диаграммы фиг. 2 соответствуют углу прихода плоской волпы а = я  и 

волновому размеру радиуса окружности центров рассеивателей /сг=0,5л 
и я. Ввиду симметрии диаграмм F(ф) относительно оси ОХ (фиг. i)  они
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Фиг. 3. Диаграмма направленности поля, рассеянного круго
вой решеткой, состоящей иг трех рассеивателей при падении

7
плоской волны в направлении а  — — л

О

м=д

Ф иг. 4. Д и аграм м а нап равлен ности  поля, рассеянного  круго
вой реш еткой , состоящ ей пз трех  рассеи вателей  при  падении

плоской волны  в н ап равлен и и
4



приведепы в диапазоне углов (0, л ). В левой половине (а) фиг. 2 изобра
жены диаграммы направленности F (<р) для кг=0,5 л, в правой (б) — для 
кг= я.

На фиг. 3 и 4 для системы с волновым размером радиуса окружности 
центров рассеивателей Ат=0,5я приведепы диаграммы рассеяния F (y),

7 4
соответствующие углам прихода плоской волны а  =  —  я  и а  =  — я.

6 о
Кривые 1—4 фиг. 2—4 соответствуют зпачениям £°=0; 0,1; 0,3; 0,5.

Проанализируем полученные результаты. При а = я  и малых волновых 
размерах круговой системы из рассеивателей в виде бесконечно тонких 
полос (£°=0, 0) анергия рассеивается во всех направлениях, увеличиваясь 
в секторах углов <р, прилегающих к полосам. Увеличение степени выпук
лости рассеивателей сопровождается возрастанием уровня рассеяпной 
энергии по направлению падающей волны. Односторонний характер рас
сеяния круговая система приобретает при углах падения плоской волпы,

Я  О Я  — 11отличпых от — ; я и ---- и близлежащих к ним. При увеличении волно-
3 3

вых размеров системы основной лепесток диаграмм направленности обо
стряется.

В отличие от диаграмм рассеяния системы цилиндров, продольные оси 
которых образуют решетку [3], диаграммы круговой системы имеют боко
вые лепестки, уровень которых равен или приближается к основному даже 
при расстояниях между центрами рассеивателей, меньших 2я. Увеличение 
параметра |°  сопровождается смещением максимумов боковых лепестков 
диаграмм рассеяния и возрастанием их уровня.

Во всех рассмотренных случаях бесконечно тонкие полосы (£°=0, 0) 
рассеивают энергию практически так же, как «тонкие» цилиндры (|°<0,1).

Авторы благодарят Э. И. Ищенко за программирование и выполнение 
числеппых расчетов на ЭЦВМ.
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