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Рассмотрен теоретически метод факторизации и активного гашепия 
звуковых нолей в среде с переменными плотностью и скоростью звука в 
нестационарном варианте. Подробно рассмотрена задача для струны.

1. Поверхности Гюйгенса. Пусть область 3)  заполнена средой с плот­
ностью р0(я) и скоростью звука с0(я), х = ( х и х2, я3), av(£, x) =  (p{t} х), 
v(£, х ) ) у где р — звуковое давление, v =  ( 2 1̂, v*, v5) — вектор объемной ско­
рости (все векторы — столбцы). Вектор w удовлетворяет системе уравне­
ний акустики
(1.1) Lw =f(i, х),

где f=(/о, U, U, /з). ^  — оператор

(1.2) Lvf= ^р0-1Со- 2 +  divv, p o - ^ + V p ) .

Матрицей Грина системы (1.4) называется (4Х4)-матрица 
G ( t ,  х \  t', х ') ,  удовлетворяющая матричному уравнению
(1.3) Li,»G(ty х \  t \ x ' ) = 6 { x - x ' ) 6 ( t - t ' ) h

при t > t '  и равная нулю при t < t \  где / 4 — единичная (4X4)-матрица.
Пусть Q — ограниченная область с гладкой границей 3Q, вектор-функ­

ции w, w — достаточно гладкие в замыкании £2. Тогда справедлива форму­
ла Грина

fiJ J [ (Lw, w) + (w, Lw) ]dt d x =
и q

(1.4)

= J J [ p  (v, nx) +  p (v, nx) ] dt cfo+
i, on

+  H ^ 7 r f + p , ( Y ' ? ) ] l| ' < b -poC0 J
Здесь do — элемент поверхности 3£2, n* — единичный вектор внешней нор-

ft
мали к 3£2 в точке х. Если <р, ф суть А-векторы, то (<р, ф) =  у 1 д^ф,. Введем

j - i
оператор Грина:

(1.5) ( r sw) (f, х) =  j J [g ° ( t ,x ' ; t ' , x ) ( v ( t ' , x ' ) ,n x-) +
О 8

+ p ( t \  x')G°(tt x'; t ' y x)nx’]dt' dS'.
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Здесь S — замкнутая гладкая поверхность, w =  (/?, v) — произвольная, 
гладкая вектор-функция, определенная в окрестности S при t> О, и

£°= (g00, giO, g2о. Ы , G°= Ы , l< /^ 3 ,  0 ^ i< 3 ,
где gn — элементы матрицы G. В покомпопентпой записи имеем

■ г?

(1.6) ( r sw ),=  |  [ g,-o(v,iy) +  р .у 1, gijnx'/j dt' dS‘, 0s=i<3,
О 5  j = l

где аргументы те же, что и в (1.5).
Пусть w удовлетворяет однородпой системе уравнений акустики

(1.7) Lw=0; £>0,

и w=0 при £<0. Тогда оператор Грина обладает следующими свойствами.
а) Q — ограниченная область, поверхность S  диффеоморфна сфере и 

лежит внутри Q вместе со своей внутренностью. При t^O  имеем

(1.8) (IVw) (t, х) =\v(£, я )0s(я),
где функция Gs(x) равна 1 внутри S  и равна 0 вне S.

Для доказательства воспользуемся формулой Грипа (1.4), полагая
£i=0, £2—£, w=G и выбирая в качестве Й внутренность поверхности S . 
Тогда левая часть равенства (1.4) равна

J 6(а:—x ')v t( t ,х ' ) dz'=Q8(x)vt(t,х ) ,
и

а правая часть равпа оператору Грииа.
б) Q — внешность ограниченной области, поверхность S  диффеоморф- 

па сфере и лежит в Q вместе со своей внешностью. При £>0 имеем
(1.9) ( r£v ) ( t , x )  =  ( l -Q s (x ) )w ( t , z ) .

Здесь предполагается, что плотность и скорость звука ограничены свер­
ху и снизу положительными постоянными всюду в Q.

Для доказательства применим формулу Грипа к  области, заключенной 
между S  и сферой Sl{: |# |= Д  достаточно большого радиуса R. Тогда при 
фиксированных x*=Q, t> 0 и при R>1  интеграл но Sn обратится в нуль в 
силу конечности скорости звука.

в) Q — волповод — oo<Xi<oof х3) ^ и ,  где U — ограниченная область
с гладкой границей, стенки волновода идеально жесткие или мягкие, мат­
рица Грипа удовлетворяет соответствующим краевым условиям на и 
уравнению (1.3) при х {>а0, £>£'. В качестве S  возьмем сечение S
волновода: х 1=а>а0, тогда

*
(1.10) ( r s„w) « ,* ) =  j  J  [g°(t,x'; t ' , x ) Vl{t',x') +

О 8а
+gl (t,x'\ t' , x )p ( t '  ,x ' ) ]d t '  dx2' dx ■/.

В этом случае • <
(1.11) ( r Saw) (*, z ) = e ( x l-a )w ( t ,  x)
при £>0, где 0 (у) — функция Хевисайда, равная пулю при у < 0 и
равная единице при у > 0. Соотношение (1.11) доказывается так же, как
(1.10); оно справедливо и для неидеальных поглощающих стенок.

2. Факторизация полного поля. Пусть вектор w удовлетворяет урав­
нению
(2.1) Lw (£, х) = f + (£, х) +  Г" (£, х)



при t> О и равен пулю при *<0. Тогда w=*=w++w“, где Lw±= i± при /> 0  и 
л\г±= 0  при *<0. Пусть f 1 =0 при 1>0 и при х, лежащих вне некоторой од- 
посвязпой области Й, носитель f- содержится в Q. Построим поверхность S, 
диффеоморфпую сфере, которая лежит в Q и содержит внутри себя supp f". 
Пусть 5_, S+ — такие же поверхности, причем лежит внутри 5, a S — 
внутри S+.

По измеренным па S  значениям полпого поля w можно вычислить зна­
чения w+ на 5+, а значения w“ — на 5_:
(2.2) w+(f, x) =  ( r 5w) (t, х ) у x ^ S +y
(2.3) w "(t, x )  =  (IVw) (*, x ) , x*=S-. v.

при *>0, что следует из (1.8), (1.9), так как w+ удовлетворяет однородной 
системе (1.7) внутри 5, a w~ — вне S. Можно также вычислить w* непо­
средственно на 5, аналогично [1].

3. Активное гашение звука. Пусть f, w*, f*, S  те же, что и в п. 2. Рас­
смотрим задачу о звукоизоляции внутренности S  от внешних источников 
звука f+. Расположим на поверхности S+ (S  лежит внутри S +) непрерыв­
но точечные приемники, измеряющие р  и v. По этим данным вычисляем 
значения р, v на S  по формуле (2.2). Далее, на S располагаем непрерывно 
точечные излучатели, создающие поле — r sw+. Приемники и излучатели 
считаются акустически прозрачными. Тогда суммарное поле w*=w—Tsw+ 
при £>0 будет иметь вид
(3.1) w’=w~, х  внутри S\ w‘=w , х  вне S,

так что внутри S  тюле такое же, как и в отсутствии внешних источников. 
Существенно, w*=\v вне S\ так что излучение поверхности S  не влияет 
на работу приемной поверхности S+ (нет обратной связи между приемни­
ками и излучателями).

Аналогично решается задача о звукоизоляции внешности S  от внут­
ренних источников /". В этом случае в качество приемной поверхности 
выбирается 5_, а излучатели па S  создают поле — Г8м>~. Суммарное поле 
\v*=w—r sw~ имеет вид w’=w, х  внутри 5; w‘= w +, х вне S.

Точно так же решается задача об активном гашении для бесконечного 
волновода W. Пусть f+=0  при ад<а (ось волновода направлена по оси ад), 
Г”= 0  при ад > 6 , где а<Ь. В качестве S  возьмем сечение волновода плос­
костью ад=с, a<c<b. Рассмотрим для определенности задачу о звукоизо­
ляции правой половины волновода: x ^ W ,  ад>с от расположенных слева 
источников f“. В качестве приемной поверхности возьмем сечение SL вол­
новода плоскостью x t=d, a<d<c , и далее воспользуемся приведенными 
выше формулами.

Пусть в пространстве R3 имеется конечное тело 3)  с гладкой грани­
цей дЗ). Поле w удовлетворяет уравнению (1.1), причем источники лежат
вне 3), т. е. supp /  не пересекается с £D, w =0 при J<0, и некоторым крае­
вым условиям
(3.2) ATw=0, х^дЗ).
Здесь М — дифференциальный оператор с гладкими коэффициентами. Тре­
буется только, чтобы смешанная задача (1.1), (3.2) с нулевыми данными 
Коши была однозначно разрешима. В частности, это так, если

d w
М w = .-----+aw+b; М w=w+c,

дп

где а, Ь, с —гладкие на д З  функции (т. е. для идеальной границы д З ) .  
Факторизация w=w++w~ полпого поля в этом случае такова:

<3.3) Lw+= f, x ^ R \  t>  0; w+^ 0 , *<0,
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т. е. w+ — поле, создаваемое источниками f в отсутствие тела 3). Соответ­
ственно w“ — поле тела 3).

Рассмотрим задачу о звукоизоляции внешности тела 3)  от его поля w_. 
Пусть S — диффеоморфная сфере поверхность, содержащая тело 3)  внутри 
себя, и такая, что f= 0  па 5 и внутри S, a S . -  аналогичная поверхность, 

лежит внутри S. Поверхность S — излучающая, поверхность 5 - — при­
емная. По измеренным па значениям w находим значение w~ на S:
(3.4) w" (£, х) =  (Ts_w) (t , х ) ; z€=S, £>0.

и затем располагаем на S  непрерывно монопольные и дипольные излуча­
тели, создающие поле r sw". Тогда суммарное поле w* будет равно
(3.5) w*=w, х  внутри S ; w*=w+, х вне S,
т. е. поле вне S  такое, как и в отсутствие тела 3).

Пусть поле звукового давления p(t> х) удовлетворяет уравнению Гельм­
гольца

1 д2р
(3.6) L p ^  — Д p=f(t ,x)-

С \Х)  01

В этом случае оператор Грина имеет вид

(3.7) ( ! » ( * . * ) =  J J [ p  (*'.* ')
, , д  G (t ,x ' ; t ' ,x )

О S
дп3

dp(t ' ,x ')
>G (i, х'; г', х) 1 dt' dS', 

дпх’ J

где функция G удовлетворяет уравнению
(3.8) L t,xG{t, х; t \ x ' )= b { t - t ' ) b { x - x ' )
и равна нулю при t<t'.  Точно так же, как и выше, устанавливаются сле­
дующие свойства оператора Грина (3.7). Именно, в условиях п. 1, а) име­
ем ( r sp)(£, x )= p ( ty a;)0s (#), в условиях п. 1, б) имеем (Tsp) (t, х) =  
= p (t , х) (1—в.ч(я)). Аналогично, справедливы при соответствующих усло­
виях на р формулы (1.11), (2.2), (2.3), (3.4), в которых w заменяется па р.

Физическая интерпретация оператора Грина такова. Зпачение 
G(t, х ; t ', х') — это поле, созданное в точке х  в момент времени t точечным 
монопольным излучателем, который расположен в точке х'  и включается в 
момент времени t'. Эти излучатели расположены па поверхности S  пепре-

др
рывно с относительными амплитудами дпх>

dS'% и последний интеграл в

(3.7) есть суммарное поле этих монополей за время O ^ t '^ t .  Аналогично 
первый интеграл в (3.7) есть суммарное поле точечных диполей.

Рассмотрим подробно одномерный случай при постоянной скорости зву-
с / , ]х—х'\ \

ка с. В дапном случае G =  —  0 y t — t ' ------- ------J и начальные данные для

G таковы: GI «-.*'=(),
0G
дх t=t’

=  8(х—х ' \  (мгновенный удар молоточком по

покоящейся струпе). Внешнее поле р представим в виде суммы бегущих 
волн: р=р~{х—ct)+p+(x+ct) и пусть р= 0  при К О , р~=0 при £=0, £<;го<0. 
Расположим излучатели в точке х=0 , тогда в силу (3.7)

(Гор) (t,x)
tко _ dG  г  дрР — - Gдх дхг )  dt'=p£>+pM,
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.где аргументы те же, что и в (3.7). Имеем

1 1
Р м  ( t ,  х) = - — />-( I *  I - C t ) , р &  ( t ,  х) = -  —  р -  ( \х I - c i)  sgn ж=

с
т

— J  p - ( - c x ) d T .
дх

Следовательно, поле рм (соответственно р^) есть расходящаяся от точки 
х= 0  симметричная (соответственно антисимметричная) волна, так что 
Рм(р&) создается точечным (сложным) монополем (диполем). Непосред­
ственно проверяется, что рм+р&>=р~ при х< 0  и что рм+р&—0 при х>0.

Расположим в точке х = —L, x 0< —L < 0, точечные монопольный и ди­
польный приемники, непрерывно измеряющие полное поле p ( t ,—L) и

> 9
др/дх. По этим данпым необходимо вычислить p~{ty 0) = р “ {—cl) Р~ {t9 0)»

чтобы задать амплитуды монопольных и дипольных излучателей, располо­
женных в точке х=0. Вычисляя интеграл Г - l P  и  его производную по х, 
получаем

t - L / C
с г о

p - ( - c t )  =  j - p { t - L / c , - L ) - T  J - P( t ' , -L )d t ' ,

др~  (x —ct) 

дх
i d  “|Г

Таким образом, искомые амплитуды выражаются через значения полного
др др

поля р и - г —, —гг в точке х = — L, в момент времени t—L/c {т=Ыс — за-ох at
.паздывание), а также через интеграл от др/дх, в пределах от 0 до t—L/c. 

Если имеется только бегущая направо волна р=р~, то

II х= 0  пдх
так что искомые амплитуды при х=0 получаются из измеренных при 
x = —L  с помощью задержки т.

Задача об активном гашении звука в трехмерном пространстве с посто­
янной скоростью звука была решена в работе [1]. Другой вариант, отно­
сящийся к поверхностям Гюйгенса, рассмотрен в работе [2].

Автор благодарит В. В. Тютекина за ценные дискуссии.

р {t-L/c, х) I*—г.,р (t. 0) =  р {t - L / c , - L ) , —  р (*, х)
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