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ОБ АКУСТИКО-МЕХАНИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИКАХ 
СФЕРОИДАЛЬНЫХ ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ И РАССЕИВАТЕЛЕЙ

В . А . А п да б ур а

Получены выражения для акустических характеристик осциллирую­
щих сфероидов произвольной конфигурации в длинноволновом приближе­
нии. Приведена асимптотика радиальных сфероидальпых функций при 
малых значениях волнового параметра. Найдена сила, воздействующая на 
жесткий сфероид в звуковом ноле, и дано выражение для нее в предель­
ном случае низких частот. Теоретические результаты иллюстрированы 
расчетами.

Исследование свойств сфероидальных излучателей и рассеивателей 
важно для ряда практических приложений. Ниже на оспове результатов 
работ [1, 2] приводятся выражения для акустических характеристик 
осциллирующих сфероидальных излучателей и сфероидальных рассеива­
телей малых волновых размеров, т. е. в длинноволновом приближении. На­
помним, что волновой размер сфероида определяется величиной h=ka/2=  
=лО Д , где к — волновое число, а — фокусное расстояние сфероида, D — 
наибольший диаметр сплюснутого сфероида (или наибольшая высота вы­
тянутого сфероида).

Акустические характеристики осциллирующих сфероидов определены 
соотношениями (5—15), приведенными в работе [1 ], с учетом подстанов­
ки L0,l= 2d l0n(h\ — ih)/3N0n(h\— ih). Рассмотрим эти характеристики при 
h <  1. Здесь нужно различать два случая: случай низких частот, когда ча­
стота о)->-0 при конечном эксцентриситете сфероида, и случай а-+ 0 при ко­
нечных со и (£0 — параметр, определяющий отношение длин осей сфе­
роида); если при а-*-0 одновременно £<>“*“00 так, что £0a=const, то сфероид 
вырождается в сферу. В обоих случаях справедливы следующие выраже­
ния, вытекающие из свойств сфероидальных волновых функций при 
h-+Q : dr0n-*-6n, t; d r01->-6r, i (б — символ Кронекера), т. е. в волновых ря­
дах остается только член п = 1; при этом /У01->-2/3, и , следовательно, L0l-+1.

Из соотношений работы [1] далее следует, что характеристика направ­
ленности осциллирующего сфероидального излучателя, независимо от его 
конфигурации, при h-+ 0 описывается полиномом Лежапдра первого по­
рядка

Z)(0) = P t (cos G) =cos 0,
а коэффициент концентрации равен трем. Импедаиц излучения при 1

Z = R - iX  =  -
яр car

- +  ikpc—— (£о21И ) 
b

(So us.)
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Здесь и далее знак минус в величине (g02=H )  и аргумент радиальных 
функций g0 относятся к вытянутому сфероиду, знак плюс и аргумент £|0 — 
к сплюснутому. Мы следуем здесь системе обозначений Фламмера [3 ].

Выясним асимптотическое поведение радиальных сфероидальных функ­
ций при h-+ 0. Можно показать, что для радиальных функций первого
рода, независимо от величины g, справедливо представление йог (g|ig)“*" 
->-Ag/3, f i f in g  | * g )^ /3 . В частности, при g = 0  функция сплюснутого сфе­
роида До1! (^0) = 0  независимо от величины h. Поведение функций второго 
рода при h->0 зависит от величины g. Так, при g > l  и а->0 (сфероиды ма­
лого эксцентриситета) радиальные функции второго рода выражаются как 
Д о?(g|ig)->— '1/( A g ) R o i ' - + 2 / h 2l 3. В соответствии с этим для импе- 
данца излучения осциллирующего сфероида малого эксцентриситета при 
А<1 из формулы (1) мы получим выражение

( 2) Z(goUgo) —
jtpcoVgoe . ttpcoa3go (go2̂ l )

192 c;
— i 12

Здесь учтено, что A=/ca/2=coa/2c. Выделив в выражении для реактивной

части импеданца X  величину
па?
~6~

(g02+ l ) = F o — объем жидкости, вытес­

няемой сфероидом (эта формула справедлива для сфероидов произвольной 
конфигурации), можно представить X  в виде Х=а>МцР=а}М 0/2, где

^ п Р= р — присоединенная (соколеблющаяся) масса излучателя, а

Л/о=рУо — масса жидкости в объеме сфероида. Аналогичным образом 
активную часть импеданца Д можно связать с площадью поверхности сфе­
роида, можно показать, что последняя определяется выражением

паг
~?Г [(go2zF l)+go2Vgo2-*"l - /(g o )] , где /(go) равно arcsin—  для вытя­

нутого сфероида и ln| (l+ V g 02+ l ) / g 0| — для сплюснутого. Для сфероидов 
малого эксцентриситета So^na2̂ 2, при этом активная часть импеданца 
получается из равенства (2) как й=рсо45о3/192я2с3. Полученные выраже­
ния для активной составляющей импеданца и присоединенной массы со­
впадают с соответственными выражениями для осциллирующей сферы на 
низких частотах (см. работу [4 ], стр. 72).

Импеданц излучения осциллирующих сфероидов общего вида, не вы­
рождающихся в сферу, определяется выражением (1). Представив в нем 
реактивную часть X  в виде coMnp=copFnp, где Fnp — объем присоединенной 
массы среды, получим

(3 ) М аР p F np
р л ас
~6~

_ <ч До(12,(Ы * Ы(!о2+1)
(6.1*6.)

Выражения для радиальных функций второго рода при А-*-0 и конеч­
ном g можно найти из соотношений работы [3 ]. Можно показать, что

й о? (gU g)-*-— ^(?i(|U §)t й о? (g U g )-* - - -^ -^ /(g U g ) , где —функция

Лежандра второго рода. Для вытянутых сфероидов это дает выражения

(4)
1+1 \ _/*/  ... 3 / В 1 ,  g + l \

------ Inйо? (g)
_3_
h2 (1 -  — In

1-1 )■
Ш  ( 6) (fe 2 \ 6- 1 /
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для сплюснутых

R ™  (i|) 1-t ( у  -  arcts i)  ] - л « '  (st)

3 i n
~hF \T ~

arctg 1 — Г+1 )■

Если конфигурация сплюснутого сфероида такова, что отношепие длин 
его осей 6<0,2 (при этом |0=ЬУ1—&2< 0 ,2 ), то с ошибкой мепее 5%

(5) До.2’ а ю  » к2 Д Г (*t) sX
hl ( т - * ) •

В этом случае приближенно

z l,yf4"eры
^ ( - “-  +  2§0)  - г а )р —  ( 1 - 0 ,ЗЫ -27я2с3

При вырождении сплюснутого сфероида в диск (£о~*0) получим

( 6 )
v . аZ =  — :--- :---- Шр

108 л с* 3 ’
здесь а — диаметр диска *. Отсюда следует, что присоединенная масса 
осциллирующего диска па низких частотах равна трети массы среды в 
объеме куба с ребром, равным диаметру диска.

Представляет интерес сопоставить величины R и Л/П|) осциллирующего 
диска и сферы равных диаметров. В работе [4] показано, что

R Сф

R д и с к а - ( г - )
5,56, Мар сф =  ■£- «  0,786.

М  п р  д п с к а  *

Это непосредственно следует также из формул (6) и (2) с учетом того, 
что при вырождении сфероида в сферу £<>а/2->-Го, где г0 — радиус сферы. 
Таким образом, на низких частотах осциллирующая сфера является зна­
чительно более эффективным излучателем, чем диск.

С увеличением т. е. увеличением «толщины» осциллирующего 
сплюснутого сфероида, величина R быстро возрастает, как следует из фор­
мулы (5), уже при £о=0,2 эта величина возрастает наполовину, при этом 
присоединенная масса уменьшается приблизительно па 7%.

Выше сфероид рассматривался как источник звукового поля. Предпо­
ложим теперь, что сфероид находится в поле плоской звуковой волны и 
определим па основе известного решения задачи о рассеянии звука жест­
кими сфероидами [2] интегральные характеристики взаимодействия сфе­
роида с падающей звуковой волной — давление звуковой волны на сфероид 
и силу, воздействующую па него со стороны звукового поля, а также зави­
симость этих величин от ориентации сфероида относительно направления 
распрострапепия падающей волны.

Результирующее давление в звуковом поле, обусловленпое рассеянием 
плоской волны жестким сфероидом, может быть представлено в виде

(7)
оо со

р (6 ,т|,ф) “ 2Л £ Y i  { - i)nW Y Smn{r]') x
т = 0  п — т

X  [ / ? ! '  ( tU t )~  1 (Л) c° s m (ф -ф ') ,

* Аналогпчпое соотпошенпе приведено в работе [5], стр. 476. В знаменателе 
последнего слагаемого (вещественная часть импеданца) должно быть 27 яс8.
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где ро — амплитуда давления в падающей волне, е0= 1 , em= 2 , коорди­
наты г\\ ф' определяют направление падающей волны.

Интегрируя выражение (7) по поверхности рассеивателя и учитывая,

что dS = ( - - ) [  (lo2=Fl )  (|02+тг) ]'hdq> d\\, получим для результирующей

силы давления выражение
со

(8) ^ „ Лаг(1о2Т 1)'Л̂  ( - 1 ) " S M )
N

П =  0 071.

D (1)'Яйп [  (R o .Il

па) -'  <071

О ' 4- r (2> r C2)' 1 1 1

|Д‘3,Т□71
X

to

X  j  (lo2_t_7)2) ‘'‘So. (t)) dr).

При интегрировании но ф в выражении (8) исчезает сумма по т, так как 
интеграл по ф отличен от нуля лишь при т = 0; интеграл по rj отличен от 
пуля при условии, что п четно, что отмечено штрихом у  знака суммы. Из 
полученного выражения следует, что амплитуда силы есть функция пере­
менной tj' = cos 8', где 0' — угол прихода плоской волны относительно оси 
вращения сфероида. Зависимость F (0 ')  является характеристикой направ­
ленности сфероида по результирующей силе.

Представляет интерес определить составляющую силы F  в направлении 
оси вращения сфероида. Выделим на поверхности сфероида в окрестности 
точки с координатами т), ф элемент поверхности dS. На этот элемент со 
стороны звукового поля действует сила dF=pdS , направленная по нормали 
к поверхности сфероида в рассматриваемой точке. Очевидно, что состав­
ляющая силы dF в направлении оси z dFz равна dF cos cos $dS, где 
P — угол между упомянутой нормалью и осью z; этот угол есть функция 
текущих координат т), Можно показать, что в сфероидальных коордипа- 
тах cos P^rjtlo2̂ ! ) / (£о2:т:Л2) ] А- Заметим, что этим же выражением описы­
вается распределение колебательной скорости по поверхности осциллирую­
щего сфероидального излучателя. Проинтегрировав dFz по поверхности 
сфероида и выполнив преобразования, подобные проведенным выше, по­
лучим

d (*)'■LlOn ( ( r I'Jr ^ ' + r ^ r : : 1- ) ](2) г, (2)/
М6о2=И ) ]

1 « (оГ

Л

f y\S0n(r\)di); 
ь - i

штрих у знака суммы здесь означает суммирование по нечетным значе­
ниям п. Как видно из формулы (9 ), характеристика направленности по 
силе Рг выражается комбинацией угловых функций So* (cos 0') почетного 
индекса п, следовательно, диаграмма направленности Fz( 0') в плоскости 
изменения 0' имеет вид восьмерки.

Определим силу Fz при h <  1 *. При этом S0n(r|)->-Р„(т)), где Р п — поли­

номы Лежандра; N„,,-*-2/(24+1); радиальные функции стано-

* Длинноволновые аппроксимации решений задач рассеяния звука акустически 
мягкими и жесткими сфероидами в виде разложений по степеням частоты приве­
дены в работах [6 -7 ].
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вятся пренебрежимо малыми по сравнению с-До^До*^ ; интеграл по т) при- 
нимает вид

*j r|P„(ii)cZri.
-1

В силу известного соотпошения [8]
*
| x ”'Pn(x )d x = 0  при тп<п,

-I
ряд но п обрывается после п = 1; при п= 1 интеграл по г] равен 2/3. С уче­
том сказанного из выражения (9) по­
лучим

Ft= —ip0na2 (£о2=Н )  X

д(*)' о(*)(1) «01 «01 I п/
Л‘ — я^Н,0030'

Подставив сюда приведенные выше зна­
чения радиальных функций первого 
рода при й < 1 , получим

па-
Fz= - i p „ k — -  (6,*=F1)X

6

( 2 )

Х D" ~ , СМ 9'
Из этого выражения видно, что силу 

Fz можно условно разделить на две со­
ставляющие. Первая составляющая

па
Fzl= - i p 0k-— -(§02:Fl)|o c o s  0 ' =

о
= —ipQk • F 0 cos 0' обусловлена дейст­
вием падающей волны. Вторая состав-

°>005 В Вй,01 2 Ч В В 0,1 2 Ч В 81
т

Зависимость величии |Fr|/5o,|^x|/̂ * 
от волпового диаметра ДА сплюсну­
того сфероида. Кривые 7, 6‘ соответ­
ствуют 6=0 (диск), 2, 7 —6—0,1; 
Зу 8 -6 = 0 ,2 ; 4У 9 -  6=0,33; 5, 10 -

6=0,5

па
ляющ ая^г2=£р0й:— - ( | 02:F l) тттттгсоа 0 ', обусловленная рассеянной волной,

6 Я'о2,’
с  учетом формулы (3) может быть представлена в виде Fz2= —ipokVup cos 0'. 
Таким образом, осевая сила при дифракции звука па жестком сфероиде 
при малых волновых размерах последнего пропорциональна волновому 
числу и сумме объемов собственно сфероида и присоединенной массы для 
осциллирующих колебаний:

(10) Fz= — ip()k (Vo+Vllp)cos 0',

а угловая зависимость этой силы описывается множителем cos 0'.
Величина F nj> для осциллирующего сфероида в зависимости от его 

конфигурации определяется соотношениями (3—5). Например, для сплюс­
нутых сфероидов, не вырождающихся в сферу,

Г„р =  ^ - ( | о 2+1)о п

1 -6 .  - a r c t g  i „ j

2 "  3rCtg lo “  V -И



В частности, при отношении длин осей сплюснутого сфероида 6^0,2 
приближенно Fnp̂ (D 3/3) (1—0,36), где D — наибольший диаметр сферои­
да. Собственный объем при этом равен Vo~0,52Z)36. Для диска (|0= 0 ) по­
лучим Fnp=Z)3/3, при этом собственный объем исчезает. При вырождении 
сфероида в сферу (|0> 1 ) ~ V „v= V 0/2.

Сопоставим полученные величины Fz диска и сферы равных диаметров. 
Нетрудно видеть, что отношение максимальных амплитуд силы Fz для 
сферы и для диска составляет

Fz сф 3 оор-----------=  —  л «2 ,3 6 .
”  2 диска 4:

Таким образом, при одинаковой амплитуде давления в падающей волпе на 
низких частотах жесткая сфера испытывает действие осевой силы в Зя/4 
раз большей, чем диск того же диаметра.

На фигуре представлена зависимость от волнового диаметра D/Х сплюс­
нутого сфероида величин |Fr|/iS0 и \Ft \/St, где S0 — площадь поверхности 
сфероида, a Sz — площадь проекции сфероида в направлении оси z. Сила Fz 
рассчитана по общей формуле (9), причем численно принято Ро=1, Я=1. 
Параметр графиков — отношение длин осей 6.

Из расчетов и графиков следует, что сила Fz, а также величины |/',г|/5,0, 
\FZ\/SZ пропорциональны D/Х вплоть до значений D/X=0,1 и более (прак­
тически до D/X=0,5) в широких пределах изменения конфигурации сплюс­
нутого сфероида.
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