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НЕЛИНЕЙНОЕ РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЗВУКОВОГО ПУЧКА
В НЕДИССИПАТИВНОЙ СРЕДЕ
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Р . В . Хохлов

Численно проинтегрцропапо уравнение нелинейной акустики ограни­
ченных пучков с периодическим во времени граничным условием и ам­
плитудой сигнала, уменьшающейся от центра пучка к краям. Приведены 
фигуры, изображающие форму возмущения плотности при различных 
значениях параметра, определяющего относительный вклад нелинейпых 
и дифракционных эффектов, па разных расстояниях от границы нелиней­
ной среды и в различных точках поперечного сечения пучка. Определено 
существенное отличие нелинейных искажений в звуковом пучке от иска­
жений плоской волны. Построена область образования ударной волны в 
пучке при данном распределении амплитуды.

При распрострапении пучка звуковых волн в нелинейной среде без дис­
сипации энергии большую роль играют два конкурирующих явления: не­
линейное искажение формы возмущения и дифракционная расходимость 
пучка. Несмотря на большое практическое значение, процесс распростра­
нения трехмерных звуковых волн изучен недостаточно полно, что в значи­
тельной степени объясняется математическими трудностями. Если звуко­
вой пучок распространяется в нелинейной среде, то дифракционная рас­
ходимость и нелинейность приводят к искажению формы волны и 
изменению ширины пучка. Поведение пучков волн конечной амплитуды 
в жидкостях или газах описывается приближенным уравнением нелиней­
ной акустики ограниченных пучков [1]. Построить точное аналитическое 
решение этого уравнения с соответствующими граничными условиями 
пока пе представляется возможным. Имеющиеся асимптотические реше­
ния [1—4] позволяют проследить распространение трехмерных звуковых 
волн в различных предельных случаях. Настоящая работа посвящена чис- 
лонному интегрированию уравнения [1] с периодическим во времени гра- 
ничпым условием.

Распространение осесимметричного звукового пучка в слабо нелиней­
ной среде без диссипации энергии описывается приближенным уравне­
нием [1 ]:

Здесь введены следующие обозначения: р' — возмущение плотности, коэф­
фициент а = (ч + 1 ) /2 р 0Со, "f — показатель адиабаты в уравнении состояния, 
р0 — равновесная плотность среды, с0 — скорость распространения слабого 
сигнала, x = t —x/cQ — сопровождающая координата, х  — координата вдоль 
направления распространения, г —поперечная координата. Уравнение (1) 
наряду с дифракционной расходимостью учитывает искажение формы вол­
ны, обусловленное нелинейностью среды.
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Допустим, что на границе нелинейной среды возбуждается гармониче­
ский сигнал с амплитудой, зависящей от поперечной координаты:

( 2)
s i

sin (£>t r< r0,

p'|x=o=0 r> r0.
Если ввести новые переменные

(3 )
х

'■ '  0 = ш т ' 2 ~ ~ 2 l ’
R  =

Г о

то задача (1 ), (2) запишется в следующем виде:

N
д у
зе2

дгр <Э2р 1 др
dz 30 OR2 R OR

=  о,

(4)
р|г=о=—(1—Й2) 2 sin 0 Д<1,
p|z=o==t) I i>  1,

где N =l\3?; /='&г02 — конфокальный параметр; £?--1|ао)Л — расстояние 
образования разрыва в плоской волне. Единственный параметр в зада­
че (4), отличный от единицы, характеризует относительный вклад нели­
нейных и дифракционных эффектов в искажение профиля волны. Вычис­
ления проводятся для различных значений N. Результаты приводятся 
в виде графиков р = р (0 ) для различных значений z и R.

Схема вычислений может быть представлена в следующем виде. Пред  ̂
полагается, что решение задачи (4) мало при R / (l+ z/ C )> l, где С — поло­
жительное число, большее единицы. В соответствии с этим для целей чис­
ленного интегрирования в задаче (4) производится замена переменных:

(5) 0 '= 0 , z'= z, R '=R/(l+z/C),

после этого уравнение задачи (4) приобретает вид

R/ д%9 дт & 0+ & 1 = 0 ,( 6)

где
C +z dQ' dR' 30'*

2  _ iE ._ iV .fP ! . .
^ 0 _ dz'  " 5 0 2 \  =

1 0 (в *  дР \ 
dR' l  dJV ) ‘

(1 +
z' \ 2 R ' dR
C )

Уравпепис (6) решалось в области С Х 0'^2я, (Х /? /<Сг шагами по z\ шаги 
сетки по всем переменным — постоянные. Пусть f nrnh приближение к зна­
чению / в точке

z/=nA z, 0„/=ягД0, Rh==rkkR,

тогда аппроксимация имеет вид

R k  Pn.WJ.ft+i  Pn,»?  — 1 .Л-f-1 P n - m . A ^ P n . r n  — 1,/

C+z n + i / 2 Д0Д R
0Л) n,m,h (3?0h) n.m-l,k

Д0
(3 ? {Ь) n + —0.

Здесь(3?0h) n, m.k — аппроксимация по схеме [5 ], обладающей малой вяз­
костью; (3?ih) — общепринятая аппроксимация оператора 2", дивергентно- 
IX) вида. Возникающая на верхнем слое линейная система уравнений реша­
лась итерационным методом, имитирующим процесс установления колеба­
ний при выходе на периодический режим. Грапичпое условие при R '=C
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бралось в виде р=0. Величина С и шаги интегрирования выбирались путем 
сравнения результатов расчетов при различных С и шагах интегрирования. 
Относительная погрешность вычислений была порядка 2% во всей области 
интегрирования.

Наибольший интерес представляют расстояния, сравнимые с конфо­
кальным параметром, т. с. z < l ,  ибо при z >  1 расходимость становится сфе­
рической. Нелинейное искажение сферической волны приводит к образо­
ванию разрыва. Расстояние формирования ударного профиля в сфериче­
ской волне определяется величиной возмущения [6].

При N=0,1 гармоническая волна практически не искажается на рас­
стояниях z ^ l .  Примерный вид функции р(0) на оси пучка для z=0,2 по­
казан на фиг. 1 (кривая 1). Здесь ясно виден сдвиг фазы, обусловленный

Фиг. 1. Форма возмущения плотности на оси пучка при различных значениях па­
раметров z и Л;: кривая 1 -  0,2 п 0,1; 2 -  0,2 и 1; 4 -  0,0 и 1. Кривая 3 соответствует

/?=0,87 при 2=0,2 и А'= 1
Фиг. 2. Форма возмущения плотности па оси пучка при различных значениях пара­
метров z и N: кривая 1 -  0,3 н 3,25; 3 -  ] и 3,25; 4 -  0,2 и 5. Кривая 2 соответствует

Л=0,74 при z=0,3 п А'=3,25

отличием скорости звука в пучке от скорости распространения в свободном 
пространстве. Изменение фазы на оси пучка увеличивается с расстоянием 
и достигает л/2 на длине, равной конфокальпому параметру. Для /?> 0  
сдвиг фазы меньше, чем для соответствующих центральных точек.

Кроме того, привлекает внимание существенное уменьшение амплиту­
ды звуконой волны на сравнительно близком расстоянии от границы нели­
нейной среды. Например, при z=0,2 амплитуда возмущения па оси пучка 
равна 0,40. Это связано с расходимостью волны. Действительно, можно по­
строить асимптотическое решение задачи (4) при N-*-0. Комплексная амп­
литуда звуковой волпы на оси пучка имеет вид:

В =  [  1+32 z2 32z2 si n
4z

Согласно выражению (7), при z=0,2 /?»0,41. Из выражения (7) видно, что 
при z—*-°° расходимость становится сферической,

Если N =1, то форма возмущения сильно изменяется по мере распро­
странения. Однако ударная волна не образуется при z < l .  Используя из­
вестные даппые о зависимости расстояния образования разрыва в сфериче­
ской волне от величины возмущения [6], можно оценить расстояние фор­
мирования ударного фронта за пределами прожекторной зоны; длина про­
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жекторной зоны определяется через диаметр пучка d0 и длину звуковой 
волны следующим образом: d0z/X. Расстояние образования ударного профи­
ля в сферической волне с учетом асимптотики (8) имеет вид

(9) z = z 0eG/iV,
где zо — расстояние, па котором волну можно считать сферически расходя­
щейся, в нашем случае zo~ 0 ,1—0,3. Из выражения (9) видно, что при N =  
= 1  разрыв образуется на расстояниях z ^ 0 ,le c\ где амплитуда возмущения 
очень мала. Нелинейные искажения звуковой волны на оси пучка при 
z = 0,2 показаны па фиг. 1 (кривая 2). С увеличением R  нелинейное изме­
нение профиля волны существенно меньше. Кривая 3 показывает форму 
возмущения при z=0,2, R = 0,87. Уже здесь видна асимметрия в искажении

Фиг. 3. Форма возмущения на оси пучка 
при различных значениях параметров z 
и N: кривая 1 -  0,055 и 10; 4 -  0,15 и 10. 
Кривые, 2, 3 построены для #=0,54 и 
Л=1,04 соответственно при одинаковых 

значениях z=0,055 и iV=10
Фиг. 4. Область существования ударной 
волны для двух значений параметра N: 

3,25 — кривая i, 10 — кривая 2

R

Фиг. 3 Фиг. 4

фазы сжатия и фазы разрежения периодического сигнала, что существенно 
отличает распространение звукового пучка от нелинейного распростране­
ния плоских волн. На расстоянии z=0,6  вид функции р(0) па оси пучка 
изображен кривой 4.

Ударная волна начинает формироваться па расстояниях z < l  при N ~ 3.. 
Однако если разрыв образуется при значениях z, близких к единице, то на­
блюдать его очень трудно из-за малости величины возмущения. При N=* 
=3,25 ударный фронт па оси пучка образуется на расстоянии z=0,3  и от­
четливо виден на фиг. 2 (кривая 1). Сначала разрыв формируется па оси 
пучка, а затем область существования волны пилообразной формы расши­
ряется. Кривая 2, показывающая форму возмущения при z=0,3 и R =0,74, 
свидетельствует об отсутствии ударного профиля на периферии пучка.

При распространении волна сохраняет несимметричную пилообразную 
форму с уменьшающейся «амплитудой» пилы. При z= 1 волна имеет форму 
на оси пучка, изображенную кривой 3.

При увеличении параметра N нелинейные искажения проявляются 
сильпее. Например, при N = 5  ударная волна на оси пучка образуется па 
расстоянии 2=0,125. На фиг. 2 (кривая 4) показана функция р(0) при z =
■ 0,2, R =0.

Случай N =10 соответствует сильной нелинейности. Здесь нужно отме­
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тить, что значение функции р(0) при z, изменяющемся от 0,045 до 0,09, 
превосходит единицу. Это превышение достигает 23% и объясняется более 
интенсивным образованием второй гармоники в пучке по сравнению со 
свободным пространством. Ударная волна в этом случае образуется на оси 
пучка при z=0,055 (см. фиг. 3, кривая 1). Кривыми 2 и 3 изображена 
функция р(0) при z=0,055 и Д=0,54, Л=1.04. На кривой 4 показана фор­
ма волны на оси пучка при z=0,15. На фиг. 2, 3 видно, что фаза сжатия и 
фаза разрежения искажаются неодинаково. Длительность фазы сжатия 
уменьшается, в то время как фаза разрежения растягивается во времени. 
Кроме того, происходит срезание острого зубца пилы со стороны фазы раз­
режения. Оба эти фактора наблюдаются экспериментально [7].

Проведенные вычисления позволяют построить область образования 
ударной волны в звуковом пучке. Кривая, изображенная на фиг. 4, отделя­
ет область существования ударного профиля для двух значений параметра 
N, Аг= 3 ,25 — кривая 7, iV=10 —кривая 2. Отметим, что область образова­
ния пилообразной волпы па расстояниях z ~ l  по ширине в 1,5 раза пре­
восходит ширину пучка, возбужденного на границе нелинейной среды.

При распространении звукового пучка в нелинейной среде без диссипа­
ции энергии нелинейное искажение волны определяется как нелиней­
ностью среды, так и дифракционной расходимостью пучка. При малых зна­
чениях параметра N, характеризующего относительный вклад нелинейно­
сти и дифракции, пелинейные искажения звуковой волны в прожекторной 
зоне малы. С увеличением N усиливается нелинейное искажение профиля 
волны. Разрыв в звуковой волне при заданном амплитудном распределе­
нии на расстояниях z <  1 наблюдается при /V=3,25. Ударная волна образу­
ется сначала на оси пучка, по мере распространения область существова­
ния ударной волны расширяется и превосходит первоначальную ширину 
пучка. Приведенные фигуры показывают несимметричное искажение 
фазы сжатия и фазы разрежения, что имеет место в эксперименте [7]. 

Авторы благодарят Л. А. Островского за ценные замечания.
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