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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН ДЕФОРМАЦИИ В СЛОЕ 
С НАЧАЛЬНЫМИ НАПРЯЖЕНИЯМИ

А . Ни Г  узь ,  A .  П .  Ж у к ,  Ф. Г .  M a x o p m J |

В рамках теории больших начальных деформаций рассмотрено рас­
пространение волн типа Лэмба и 67/-волн в изотропном сжимаемом слое 
в случае упругостного потенциала произвольной формы. Получены ди­
сперсионные уравнения для симметричных и антисимметричных волп, 
распространяющихся в произвольном направлении в слое, нагруженном 
в трех перпендикулярных направлениях.

Для случая одноосной нагрузки приведены результаты числеппого 
расчета скоростей волн, распространяющихся вдоль линии нагружения. 
Показано, что существуют волны, скорость которых не зависит от на­
чального н а и ря же и и я.

Исследование распространения волн в телах с начальными напряже­
ниями имеет большое теоретическое и практическое значение. Результаты 
таких исследований используются, например, при разработке ультразву­
кового метода определения напряженного состояния тел 1—3] и при на­
хождении упругостных констант третьего порядка [4—6]. За небольшим 
исключением [7—9] исследования проводились для волн, распространяю­
щихся в неограниченных и полуограпиченных телах [4, 10—12]. Ниже па 
основе линеаризованных уравнений [13, 14] рассмотрены характерные 
особенности распространения волн в деформированном сжимаемом слое.

Рассмотрим изотропный сжимаемый слой, имеющий до деформации 
толщину 2h и находящийся в однородном напряженно-деформированном 
состоянии, определенном величинами
(1) Иш"=б,т (X,— i ) x u 0у = 6«0 ii , Я,— const (г, /'=1, 2, 3).

Будем использовать лагранжевы координаты которые до де­
формации совпадают с декартовыми; при атом срединную плоскость слоя 
в недеформированном состоянии совместим с координатной плоскостью 
х3=0.

Рассмотрим распространяющееся в слое возмущение, компоненты ко­
торого #2, #з, т) удовлетворяют [14] линеаризированным уравне­
ниям движения 2
(2 ) Ьт;щ = 0  (те, 7= 1 , 2 ,3 )

и линеаризированным граничным условиям 
(x3= ± h )

[ &з/н'hi<Q'3kitk, (1 &зт) (А,3гг3) >» +
з ) ] + О з з  U m . S — P m * -

на поверхностях слоя

Решение уравнений (2) будем искать в виде гармонических волн, распро­
страняющихся в одном из главных направлений тензора начальных на­
пряжений. Для определенности примем положительное направление оси 
ох\ для иедеформированного состояния, тогда
(4) щ =  й Д ^)ехр[г(М |* 1-сот ) ] ( /= 1 , 2, 3),
где со — круговая частота, к{ — волновое число, щ — неизвестные функции, 
%i=XiXf — координаты точки слоя в начальпом состоянии.
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Подставляя выражения (4) в уравнения движения (2 ), мы получаем 
для определения неизвестных функций щ систему двух уравнений

(5) б н й /'+ Ь Ж + б ц ^ -О , \ ‘ •
+  624&3 =  0

и одно независимое уравнение 

(6) Ьз1й'г"+Ьмй2=0.

Здесь
bll= 3̂3 А^+И-зЛДз2,  ̂bn=lK{Z\ ik x ( « 13+Ц 13) ,
Ь \ з ~  рСО” — a n X f k * — 0 1 1  Х Д Л  — O3 3  Я/з~~#зз^-з"»
^22= ^ 1 2^32̂ 1 (^13~ ”̂|11з) > ^24= р О  P'13^1 V-! ОцЛ-1 /ь| ,
l )z \  = Озз Яз2“Ьр32^2“А.з“, Ь34 = р 0 )2— Р|2^ Г ^ 2 ~^'Г — О ц Xl2 A,2.

величины a,j, ро, Oiy и Я» вычисляются по формулам монографии [14]. 
Выражения (4) с учетом решении системы уравнений (5) и уравнения (6) 
определяют два вида волновых процессов. Первый характеризуется сме­
щениями
(7) И1=$АД32&1(а1з+Р1з) {—Ла{еи'1л—Вагегг*ъ+

+Caie~ail3+Dcc2e~(hh)exp[i(XikiXl— (от) ],
u s = [ ( a ^ °  Х з 2+ | 4 . Д 1% 2 ) а 11+ А 11 ( р 1^ - а 1А 1* - . о 1Ф?  V ) ] X

X (Леа,“ +Се_а'^)exp[ i(A.lA:ta:1—сох) ] +  [ (оз!! А*2+И Д  Д з2) а22+
+ 4 12( p F 2— а , Л / — O n  ^i2)  ] ( ^ “^ ^ " ^ е х р Е и Х Л * , ^ , — 0)т) ],

второй вид — перемещением

(8 ) иг= [ Е  cos(a3/.3̂ 3) + F  sin(осзХзЛГз) ]ехр[г(Л.1А:1а;1—(от) ] э
где а, и ccz — положительные корни уравнения

(9) бп^а'Ч-^п& г*— bi2b22+bj3b2i]a2+&i5&24=0,
а аз определяется но формуле

(Ю) а 32 =
/с12( р Р ^ М.,2Я Д 22- о и' У )  

ЦзЛЛ.* +  0«* V
Здесь F означает фазовую скорость волны, а А, Ву 6’, D, /?, F — постоян­
ные интегрирования.

Удовлетворяя граничным условиям (3) на поверхностях слоя ( x := ± h ) ,  
в случае, когда возмущения поверхностных сил равны нулю ( / V = 0), 
мы получим в результате обычной процедуры условия, при которых в де­
формированном слое независимо реализуются оба вида волновых дви­
жений.

Первый вид волнового процесса (7) осуществляется либо при условии
Q,A. ch С, sh £2— Q2Aj sli £, cli £2=0,

тогда A + C = 0, B + D = 0, либо при условии
( 12 ) Q»A2 sh 5 , ch ^ - Q 2Ai ch £, sh £2= 0,

тогда Л—(7=0, B—D = 0. Здесь
Ai=fx,3(pF2&12—anVAi2— cji? Д Д Д  — «13(033 V +
4 - р Д Д з 2) а Д  й г = ( а 3Дз4+Ою ta2) [рУ2/с,2—а . Д Д , 2—
- о !?  V/c,4 -(o l Х32+ ц 13̂ 1% 2)а 12]а (+ а13(а13++Ц1зДДз4&12а*, £i=(Li'kzh) i=l, 2.

В случае условия (11) мы имеем симметричные, а в случае (12) антисим­
метричные волны Лэмба.
2 Акустический журнал, ,\5 4 513



Фиг. 4

Второй вид волнового процесса (8) осуществляется при условии

(13) ссзХЛ=тп/2ч
где т—0, 2, 4 , . . .  дает значение фазовой скорости для симметричных 
(В = 0 ),а и г= 1 , 3, 5 — для антисимметричных (Л =0) мод.

Условие (13) определяет волны с горизонтальной поляризацией. При­
нимая во внимание выражение (10), получим из условия (13) формулу 
для вычисления фазовых скоростей этих волп

V Г________Ц_____________ (цз-Л22 +  д33* °)т2я2 л
с, L +  Оп‘% 2 4(|i12A,,% 2 +  ацв% г)Т? \

где ct=(\xlp )v\ H=k,hy к,=а>/с,.
Дисперсионные уравнения выведены для уиругостного потенциала 

произвольного вида. Для получения конкретных результатов необходимо
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выбрать определенную форму потенциала. В качестве примера рассмот­
рим распространение волн Лэмба в слое, материал которого имеет упру- 
гостпый потенциал в форме Мурнагана

а
[iA2 +  - - A ^

О
Ь А  {Л 2 +  — А я ,

3
где А,, ц — постоянные Лиме; а, Ь, с — постоянные третьего порядка; 
Ai — алгебраические инварианты тензора деформации Грипа. Пусть волна 
Лэмба распространяется в положительном направлении оси а?,, вдоль ко-

и о / 0 —/ Л 0 *0 л\торой СЛОИ нагружен (Оц 022 —С7зз =U).
При вычислении величин aih [_ifj ограничимся линейным приближе­

нием [10]; тогда обобщенные напряжения равны физическим. Подставляя 
вычисленные величины в формулы (И ) и ( 12 ) находим
(14) R iQiS2 cos (5, sin R 2Q2S 1 sin (3, cos p2=0,

(15) R[QiS2 sin p, cos p?.—IUQzSi cos (i, sin p2=0.
Здесь

6 - 8Л Ч - 62; § = 8-б ,+ б л Д /; 
р .= д д 3й6-^ ; Дь2=У2/ 2 {67Н-Й8( б - б й)+ б о (6- 61) +
=f [ {67-b6s(6—6,)+«9(fi—« 1)>2— (б—s5) ]'Л} ,/2; 
a u2= i k j i ^  б = № ) 2; р = а + 2ц)/ц ; 61=^a 11V +
+Oii°^i2|i б2==Й1з(^1з-^ Ц | з ) 1Ц '^l'i 6з=[д.1з A.j2A.32̂
6.4= а ,зЦ -% % 2; б5=ц,з'Я1% 2+ о 11,>ц“ ^12;
6с= 1 /(а 3/ ц . / ^ А / ) ; (%= (aI3+ M 2V/(a33fi,3X32) 5
68= l / ( a 33W ) ;  б9= 1 /(ц ,з/Л Д 32); Xiz= i+ 2 (K + \ i)o ll°/(3K0i}y,
X32= l — Xan7 (3 /f0p ) ; ЗА’0=ЗЯ+2ц; а,, =  (Я+2ц) {1+ 
+ аи°[2бгЬ26(2лН-3|х)/ц+2с(А,+ц)/ц]/[3#0(Я+2|л.) ]}; 
а33=  (А-+2ц) {1+ аип[2а— 2 Ь (А,—ц)/ ц—сЯ/ц]/ [3 # 0(А.+2ц) ]};
Ц1з = ц {1 ■+ а ,,°[ й+с(^+2ц) /  (4ц) ] / (3 # 0ц )}; 
й ,з=Х+ои°[2а+6(?,+2ц)/ц]/(ЗА:а); ^ /= « , , / (^ + 2 ^ ) ;
#зз/==#зз/(А-Ь2ц ) ; ц13 = Ц1з/ц.

Если начальные напряжения положить равными нулю, то выражения
(14) и (15) примут вид, приведенный в работе [15].

В качестве примера вычислим фазовые скорости волн Лэмба в слое из 
стали 09Г2С, для которой константы приведены в работе [1 ]. Значения 
корней уравнений (14) и (15) получены с точностью до 10“® па ЭВМ 
БЭСМ-4.

Изменение VJct с частотой показало на фиг. 1. Номера мод указаны 
цифрами. Здесь и далее а указывает на симметричные, а б — па антисим­
метричные моды. На фиг. 2—6 соответственно для мод 0, 1, 2, 3, 4 приве­
дены кривые зависимости величины относительного изменения фазовой 
скорости, вызванного начальным растяжением, от параметра kji. При 
этом V  и V0 обозначают соответственно фазовую скорость волны в напря­
женном и свободном от напряжений слое, а <ф=а,,0/ц- Кривые приведены 
для следующих значений г|к ф, =0,00040; яр2=0,00065; я|;3= 0 ,00090; г|д= 
=0,00115, при которых материал слоя находится в пределах упругой об­
ласти.

Анализ полученных результатов позволяет обнаружить качественные 
и количественные закономерности при распространении волп Лэмба в де­
формированном слое. Одной из важных закономерностей является сущест­
вование мод, скорость распространения которых па определенных частотах 
(в рамках припятой теории и точности вычислений) не зависит от началь­
ных напряжений. Кроме того: а) для каждой моды имеются диапазоны 
частот, в которых величина относительного изменения фазовой скорости, 
вызванного начальным напряжением, практически не зависит от частоты;
б) имеются диапазоны частот, где величина этого измеиепия значительно
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Фиг. 5

зависит от частоты ; в ) начальные напряжения оказывают сущ ественное 
влияние на фазовые скорости  мод в окрестности критической частоты ; 
г) зависимость ф азовых скоростей  мод от начальных напряжений имеет 
л и и е й 1 1  ы  й характер.
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