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ЗАТУХАНИЕ СЛАБОНЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН

К.  А. Наугольных, С . А. Рыбак

Рассмотрено взаимодействие слабонелинейной монохроматической 
волны с шумом. В силу малости энергии волны по сравнению с полной 
энергией шума, рассматриваемого как тепловой резервуар, обратным воз­
действием данной волны па шумовое поле препебрегается. Найдены 
дисперсионная поправка к частоте и коэффициент затухания волны. Су­
щественно отметить, что коэффициент затухания определяется плот­
ностью энергии шума и не зависит от амплитуды волны. Полученные 
результаты применены также для рассмотрения акустической турбу­
лентности.

Нелинейное взаимодействие воли, приводящее к обмену энергией меж­
ду ними, может вызвать затухание волны конечной амплитуды, распрост­
раняющейся через область интенсивного шума. Рассмотрим случай, когда 
регулярная плоская волна конечной амплитуды ahe'hx~,',̂ t распространяет­
ся в области среды, возмущенной интенсивным шумом. Для простоты бу­
дем считать, что он представляет собой дискретную систему бегущих пло­
ских волн вида

С де!чк- Ыч \ q = О, ±1, ioo,
распространяющихся во всевозможных направлениях. Амплитуды предпо­
лагаются действительными, поэтому
(1) С ц = С - q ,  ( D _ q =  0) q,

и случайными, так что С ч= 0, C 4( t )C 4‘ (t') = R 42(t—t'), где Rq — корреляци­
онная функция такого вида, что для достаточно плавной функции /(£) вы­
полняется соотношение

о

где Хд — время корреляции. Предполагается, что на телеспый угол Q =/c0V 
/к02 приходится одна волна, т. е. кв2 — площадка на поверхности сферы ра­
диуса ко, размер которой характеризует масштаб угловой корреляции. Для 
определенности примем, что амплитуда волны является величиной того же 
порядка, что т спектральные амплитуды шума.

Во втором приближении нелинейные взаимодействия волп можно опи­
сать уравнением вида [ 1 ]
/ о ч  .  т 7  i ( a > k '+ o > k " - c o k )  *
(3) у  к =  2 J  ^  кк'к"Ук'2/к"£ >

к'
где Укк'к" — потенциал взаимодействия, ук (t) — медлеппо изменяющиеся 
амплитуды, которые предполагаются нормированными таким образом, что­
бы удовлетворялось соотношение

(4) ykyk*=N k= e k/ cok,
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где бк — плотность энергии к-волны. Удобно также ввести число Маха
(5 ) еъке2к0= Е ъ к 0Ч }0= р с 2М 2.

Будем считать шумовое ноле заданным, пренебрегая изменепием его 
средних характеристик в результате взаимодействия с выделенной волной 
амплитуды Як, т. е. будем рассматривать его как большой «резервуар», 
энергия которого велика но сравнению с энергией рассматриваемой волны. 
Это приближение, которое как бы соответствует параметрическому, позво­
ляет линеаризировать нелинейное уравнение (4), так как одним из сомно­
жителей квадратичных членов оказывается известный параметр — задан­
ная амплитуда волн шумового поля. Б результате поставленная задача сво­
дится к линейной задаче о распространении плоской волны в статистиче­
ски неоднородной среде, созданной шумовыми возмущениями.

Для решения этой задачи удобно применить метод Лифшица — Розен- 
цвейга [2 ], согласно которому амплитуда рассматриваемой волны должна 
быть представлена в виде суммы ее средней величины и флуктуационпой 
добавки

Ок= (1к~̂~
где />к=0.

Таким образом, амплитуда волны, распространяющейся в направлении 
q, слагается, вообще говоря, из трех частей:

У я  = = f l k 6 q k _l- £  q"l_ &q ,

где Сq — заданная амплитуда шумовой волны. Подставляя это выражение в 
уравнение (3), получим выражение

Уч =  У у qq 'q "  (я к(\ « , '  +  Cq +  ^ q ')  (# k ^ k q  +  Cq» +  bq*) X

Q"
X  C'i(0 )

После усреднения этого выражения получим при q = k , q = k  , q//= k //=  
= k -  k ' с учетом того, что 6V=(), 5Ч=0,

L T /  /  / -  iA o> k (v kk'k"^k'^k"^
k'
k"ДсОк =  (Ok' “1“ (Ok" — 0)k •

Заметим, что в правой части этого уравнения не написаны еще два чле­
на, в среднем отличпые от нуля: члены, пропорциональные и
Ьл>Ьц>>. Первый из них соответствует взаимодействию типа шум — шум и 
поэтому не относится к рассматриваемому эффекту взаимодействия волны 
с шумом, второй является величиной более высокого порядка малости но 
амплитуде волны.

Отметим, что наряду с уравнением (7), описывающим изменение регу­
лярной части амплитуды рассматриваемой волны йк из-за ее взаимодейст­
вии с шумом в рамках данного приближения, может быть написано еще 
одно уравнение для усредненной амплитуды; оно получается после усред­
нения уравнения (6) в том же приближении, что и уравнение (7 ), но при 
q=2k, q '= q " , и описывает эффект возникновения и нарастания второй 
гармоники рассматриваемой k-волпы в результате ее самовоздействии:

(8) йаккк =  F2kkkakV (2‘l’« )t.

Вычитая теперь уравнения (7), (8) из уравнения (6), паписанного для 
q = к , q '= q —к, мы получим уравнение для флуктуацпонной части амнли-



туды волны, возникающей в результате ее взаимодействия с шумом:

Члепы с множителями типа akbq- k и Ckbq- k являются величинами более 
высокого порядка по амплитуде волны н поэтому опущены; член, пропор­
циональный произведению 6'kCq-k, описывая взаимодействие шумовых, 
волн, в рамках рассматриваемого приближения, когда нренебрсгается об­
ратным воздействием волны на шумовое поле, взаимно уничтожается с 
членом Сq в левой части уравнения. Подставляя в уравнение (7) выраже­
ние для Ьк», перепишем его в виде

Принимая во внимание соотношение (2), описывающее корреляционные 
характеристики шума, и соотношение (11), из формулы (10) мы получим 
уравнение для ак с учетом того, что С -к>=Ск'*:

Отметим, что выражение (12) является по существу интегральным 
уравненном для усредненной амплитуды волны. Оно позволяет в принципе 
получить самосогласованное решение для амплитуды волны ак, распростра­
няющейся в шумовом поле, а отнюдь не поправку к ее невозмущенпому 
значению.

Как видно, dk определяется корреляционными свойствами шумового 
поля и видом потенциала взаимодействия, характеризующего связь волны 
и шума. Найдем решение дан ак в виде ак—аке^\где ак° — певозмущенное 
значение амплитуды волны. Из уравнения (9) получим, учитывая также 
вид корреляционной функции, заданной соотношением (2):

Здесь V2= V kk'k"Vk-k',k', к, при резонансных взаимодействиях V2=  
=  | Fkk'k" |2. Ввиду малости величины Рк, пропорциональной квадрату по­
тенциала взаимодействия, можно принять ~  1, что позволяет про­
вести интегрирование:

Выделяя действительную и мнимую части рк, получим следующие об­
щие выражения для дисперсионпой добавки к частоте $к и коэффициента 
поглощения |}к" ,  обусловленных взаимодействием волны с шумовым но­
лем:

Cq kflke“ V ,
(9)

i \  0  q  6 )  к ’Ь  ( 0  q  — к  СО «| •

Здесь Д<0к=(0к'+(1)к"—°»к; Дсйк^—со-к'+Ык—ОН” .
В силу условия (1) со—к= —о)к получаем

(И ) До)к-к' = —До)к.

(13) ipk =  ^  V2  ̂ dt'eiAwk(,- n  Nk.ei W ~n
к' t—zk.

0

(15)



Выражение для коэффициента поглощения может быть написано 
в виде

sin AcokTk' 
AcOk

Эта формула является общим выражением для коэффициента погло­
щения волны, распространяющейся в интенсивном шумовом поле.

Подчеркнем следующие два обстоятельства, связанные с этим выра-
Л7 £к 'жеиием. Во-первых, принимая во внимание, что A v ---------- , где б к '—

(Ок'

спектральная плотность энергии шума, мы приходим к важному выводу 
о том, что коэффициент поглощения волны определяется интенсивностью 
шума и не зависит от амплитуды рассматриваемой волны. Входящее в эту 
формулу время ль- характеризует длительность элементарного взаимодей­
ствия трех волн в отличие от времени %х=1/$", в течение которого проис­
ходит затухание волны в результате многократных столкновений. В ка­
честве тк естественно принять время нарастания комбинационного тона 
в результате трехволнового взаимодействия

F k k 'k

V'cok
~М.

В случае звуковых волн формула (16) приводит к следующему выраже­
нию для коэффициента поглощения низкочастотной волны частоты о) в 
равновесном шуме:

2я б 2
3 рс2

Здесь С =^+1/2 — показатель нелинейности среды, е — плотность энергии 
шума. Эта формула совпадает с результатом работы [3] для коэффици­
ента поглощения звука в металлах; подобное выражение, полученное дру­
гим способом, использовано в работе [4] при обсуждении нелинейного 
механизма затухания низкочастотного звука в океане.

В случае высокочастотной по сравнению с характерной частотой шу­
ма Юо-волны вместо формулы (18) получается следующий результат:

2 л € 2 со2

-----2--------£*рС (!) О
Применим теперь полученные результаты для описания акустической 

турбулентности: рассмотрим эволюцию во времени слабонелинейного шу­
мового поля, заданного соотношениями (1, 2, 5).

Эта задача была решена в работе [5] с помощью кинетического урав­
нения, описывающего взаимодействие волн. Ее решение, однако, вытека­
ет и из соотношений, полученных в данной статье более простым спо­
собом.

При рассмотрении шумового поля можно применить приближенный 
подход, основанный на факте слабости взаимодействия волн. Это позволя­
ет в первом приближении взаимодействие вообще не учитывать и найти 
параметры пилообразных воли из решения задачи о самовоздействии оди­
ночной волны. Рассматривая затем волновые пакеты, соответствующие 
пилообразным волнам, можно в следующем приближении учесть их взаи­
модействие.

Итак, рассмотрим сначала самовоздействие воли. Оно приводит к обра­
зованию пилообразной волны за время
(20) т п-'= Ы М .
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Эта формула вытекает из соотношения (17) 
когда

для акустического случая,

( 21) hh'h"
'А 'А 'А« „ с о , -

р  3С

Определяемое формулой (20) время т„ есть время образования пило­
образной волны; оно по порядку величины характеризует и время ее жиз­
ни. Рассмотрим теперь процесс взаимодействия пилообразных волн. Вы­
делим п-ю гармонику одной из пилообразных волн с волновым вектором 
к=пк0 и частотой о* и определим время ее затухания из-за взаимодейст­
вия. Основной вклад в процесс взаимодействия вносят энергонесущие 
низкочастотные компоненты пилообразных волн, поэтому можно учиты­
вать лишь взаимодействие п-й гармоники одной из пилообразных волп с 
основными гармопиками других пилообразных волн, т. е. принять (см. 
фигуру)

к=пк0, к'~к0, к " = к —к'~к.

Время взаимодействия характеризуется формулой (16), которую мож­
но переписать в виде

/ллч 1 с гг2 е*' sin ДсОкТк'
(22) —  =  Vкк'к " ------------ ----------d к .

т *  J  с*)к' Д сок

За время жизни пилообразных волн эффективно ировзаимодействуют 
лишь волны, для которых возникшая за это время расфазировка невели­
ка и выполняется соотношение

(23) До)кТк'<1.
Формально это проявляется в том, что основной вклад в интеграл дает 

интегрирование по той области /с'-пространства, для которой выполняется
sin ДсОкТь'

условие (23), множитель - Дсок

чение
sin Д(1)кТк' 

Дсок
Т к 1

Резопапсньтй триплет
и не является осциллирующей функцией.
В акустическом случае, когда нет диспер­
сии, расфазировка обусловлена исключительно отклонением волны к' 
от направления распространения волны к и может быть выражепа соот­
ношением

,  *х
Д о ) к  =  (О к '  +  0 ) к ' г —  0 > к ~ с / с '

к/2 =  с/с'е2.

Подставляя это выражение в формулу (23), найдем предельное значе­
ние угла 0, определяющее раствор конуса взаимодействия:

cft '04k '~ l,
откуда

(24) 0 2Т к '  =
ск'
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Используя этот результат, произведем оценку интеграла в формуле (22), 
которая сводится но существу к умножению подынтегрального выраже­
ния на объем к/лО2 области интегрирования в ^'-пространстве. В резуль­
тате получим

1 8k/c/Z 6k'
(25) ------- У2_ = — = 7 2----------

Т х  ССОк' С(Ок'

Принимая во внимание фигуру, получим

(1>к2С0к />✓ . -■■■■
рс2

поэтому

(9К\ 1 (Ок 8к
рс3

W (Ок'8
рс2 Qo

=  n2aM2No,

где W0=l/£20 — число волн, приходящихся на единичный телесный угол. 
Как видно, время взаимодействия уменьшается с увеличением частоты 
волны, так что гармоники более высоких номеров п перемешиваются 
быстрее, чем исходные волны.

Выясним, какие гармоники успевают перемещаться за время жизни 
волнового пакета т„. Для этого, очевидно, нужно приравнять t„ = t*, что 
дает равенство

M2rf&N о=Мы,
откуда

(27) n= (M N 0)-'\  N e=Qo” 1«

Сопоставляя этот результат с формулой iV=Re, где R e=iA /v, N — мак­
симальный номер гармоники в пилообразной волне, приходим к выводу, 
что при (MNо) . < R e  n<N . Это означает, что гармоники, номера кото­
рых лежат в пределах от п до N, успевают перемешаться. В обратном 
случае, когда (M^/0) " v,> R e, имеющиеся в пилообразной волне гармони­
ки, максимальный номер которых равен N, не успевают взаимодейство­
вать. Таким образом, выражение (27) определяет в нервом случае мак­
симальный номер гармоники пилообразной волны. Иными словами, в 
этом случае ширина ударной волны определяется уже не вязкостью, а 
взаимодействием высокочастотных гармоник и выражается соотноше­
нием

(28) —  - д а , ) * .

Если формально ввести турбулентную вязкость vr, чтобы и в этом случае
6 г vK

выполнялось условие—  =  Rer , где ReT =  -^— то мы получим

(29) %T~vb(M N 9)\
Таким образом, при достаточно больших амплитудах исходных волн, 

когда М  не слишком мало, и при достаточно большом числе Ne нелиней­
ные процессы перемешивания волн оказываются существенными. Видно 
также, что эффективность процесса зависит от N0 — числа независимых 
волн, распространяющихся в конусе взаимодействия; с увеличением No 
возрастает число гармоник, успевающих перемещаться за время жизни 
волнового пакета.
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