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Получено выражение для плотности энергии произвольного звуко­
вого поля в кристаллах с частотной дисперсией. Рассмотрены законы 
сохранения импульса и момента импульса звуковых волн. Результаты 
проиллюстрированы на примере монохроматических волн. Показана 
возможность обобщения теории на случай сред с магпитпой струк­
турой.

Закон сохранения энергии звуковых волн в средах без дисперсии рас­
сматривался в работе [1 ], где получены выражения для плотности энер­
гии и плотности потока энергии звукового поля. Ниже мы рассмотрим за­
коны сохранения энергии, импульса и момента импульса звуковых волн 
в диспергирующих средах.

Как и в электродинамике материальных сред, при рассмотрении быст- 
роперемепных процессов в акустике может оказаться существенной зави­
симость состояния среды в данный момент времени от силовых характе­
ристик звукового поля во все предшествующие моменты времени 
(ср. [2 ]) . Такая зависимость будет означать наличие частотной диспер­
сии в среде. При ее учете следует предположить зависимость тензора де­
формации ik от всех временных производных тензора напряжений о,л (см. 
аналогичные рассуждения в работе [3] для электромагнитного поля, яв­
ляющиеся, безусловно, верными в отсутствие диссипации). В рамках ли­
нейной теории упругости такой подход приводит к следующему соотно­
шению:

( 1)

При рассмотрении монохроматических звуковых волп частоты со будем 
полагать вектор смещения и, а также тензоры îh и пропорциональны­
ми ехр(—m t) . Для таких воли связь (1) между îh и приобретает обыч­
ный вид [ 1 ]

(2 ) 7,-а= $ шп (со) Gjn,
где комплексный тензор гибкости $ш».(со) определен с помощью следую­
щего разложения в ряд по частоте со:

00

E (N)
smn (— гео)".

jV«0

Согласно требованиям, вытекающим из принципа Онзагера [4], имеет 
место следующее соотношение взаимности:
(4) 5iWn(co)=s,„ift(co).
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Находя условия, определяющие диссипацию упругостной энергии 
в среде, аналогично работе [3] потребуем, чтобы решения уравнения тео­
рии упругости

°  9 ~ d F  =  V*°rt
в отсутствие поглощения были обратимы во времени. Это означает, что 
если некоторая функция u=u(r, t) является решением уравнения (5 ), то 
и функция u = u (r , —t) должна быть решением этого уравнения. Из фор­
мул (1), (3) —(5) с учетом соотношения

(6) ( V iUh+  V hUi)
z

следует, что обратимость имеет место, если в формуле (1) сохранить
только слагаемые, содержащие яшп с четным N. Таким образом, в прене­
брежении диссипацией энергии можно положить

Для установления закона сохранения энергии умножим уравнение 
движения (5) скалярно на v=dxx/dt и получающееся при этом соотно­
шение

( 8 , д а - Й , .

представим в форме уравнения непрерывности. Учитывая симметрию а*, 
а также равенство (6 ), вместо формулы (8) напишем

(9) 1 7  ( i r )  “  v , ‘ {0hiVi) + а "‘ = °-dt \ 2 /  dt
Подставляя сюда выражение (7), проводя интегрирование по времени по 
частям и учитывая соотношение (4), найдем общую формулу для плотно­
сти энергии произвольного звукового поля

( Ю ) W
N = 0  р =  0

которая входит в уравнение непрерывности
dw

(1 1 ) +  —  =  0,
dt

выражающее закон сохранения энергии в акустике диспергирующих сред. 
Вектор I

(12) Sk^—OkiVi

в формуле (11) следует рассматривать как плотность потока энергии, пе­
реносимого звуковыми волнами [1].

Рассмотрим закон сохранения импульса поля. Умножая выражение
(5) на Узи{ и производя суммирование по £, после несложных преобразова­

ний получим
д

dt
(руУ5и ) -У й (-^ р у 26*+а,лУ ^  +  GiuVflik
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Используя затем связь (7 ), нетрудно представить уравнение (13) в форме
dGi

(14) +
dt - f t

с выражением для вектора плотности импульса G акустического поля
.( ~  2 " - ‘

(15) G ,=pvViU— ^  £ ( - 1 ) * 4 Г  v , (
=  1 р = 0

2IY) „  / d ' 'O i k \  d 2 ! f  р  ‘ o i „  
hhi V • )dt» /  dt2N"» - 1

и тензором плотности потока импульса
1

(16) tjk =  —  (чиОц-р\г) 8р>-олУ jU,.

Соотношение (14) представляет дифференциальную форму закона сохра­
нения импульса звуковых волн. Вектор

1
( 1 7 )  f i  =  • —  GjhOinW iSjhin

следует интерпретировать как плотность объемных сил, определяющих 
воздействие звуковых воли па неоднородную среду.

При наличии плоской границы раздела двух однородных сред, перпен­
дикулярной оси х, зависимость тензора гибкости от координат будет иметь 
вид

I и (I)
$ihln (*£j у J 2 )  — Sjkln ( $ Ш п  5,-ft/n) 0  ( ж )  ,

где s'mr. и — значения тензора гибкости первой и второй сред, 0 (х) — 
ступенчатая функция

0, х < 0
1, х > 0

В этом случае для вектора (17) получим выражение

(18) U (г ) =

ш =

( S i W n - S ( « „ )  о №  (г) Оы (г) 6  ( ж ) ,

2

/ . ( 0 = 0 .

Определим отсюда давление
I I

P{y , z )=  §}*(r)dx
I

1  I I  I
— (Sikin—siUn) o,i, (ж=0, у, z)a,n (x—0, у, z), 
£

которое оказывают звуковые волны на свободную границу в точке с коор­
динатами у , z при нормальном падепии.

При рассмотрении закона сохрапепия момента импульса волн будем 
исходить из соотношения

i r « = £  { « '2К) (6„6jm+ 6 ,m6,i) + Sl<2N’
N =  О

для изотропной диспергирующей среды. Умножим уравнение движения
(5) на щ и произведем антисимметризацию по индексам i и /:

(20)
д2щ
~ d f

щ
d2iii

~д¥
j  —ui lijVftOift.
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Учитывая закон сохранения импульса (14) —(16) для однородной среды 
( /i= 0 ) , преобразуем правую часть уравнения (20)

щ VftOifc— VЛ (UiGjk— UjOib) "̂“2 (c^w  ПлЧм)

=  У k(u<Ojk—ujGik+ tSkx i—tlhx1) + —  (GjXf-G.a;,) +2  (a,-kifto— .

Используя далее формулу (19), представим уравнение (20) в форме урав- 
нения непрерывности

+  “ГТ^КЛ—0,I 0 J

выражающего закон сохранения момента импульса, где

М т =GiXj—GjXi+ /[<,-],
= = t k i 3 ' j  I k i i  j ]

— тензор плотности момента и тензор плотности потока момента импульса 
звуковых волн. Входящие сюда величины

10] =р( Ui
ди{
dt

— Ui
dUi

dt )
со IN— 1 

JV = 1  p = 0

So
(2  N ) д*Ъг d2" -> -lOu

dtp dt2N- p~

Ih[ii)—OikUj—Oiklli

следует интерпретировать соответствснпо как тензор плотности собствен­
ного или спинового момента импульса и тензор плотности потока спиново­
го момента импульса звуковых волн. С помощью псевдотензора Леви — 
Чивита eijk можем записать выражение для псевдовектора плотности спи­
нового момента /,= £ ,* /[* ]/2  в форме

(21)

00 2N—i
/ i= p [u v ] i+ 2  Е Е  ( - 1 И Г  ет

Л'—I р=0

dvQhn
dtp д ? к- р~*

В отсутствие дисперсии формула (21) принимает простой вид I= p [u v ].
Проиллюстрируем полученные результаты на примере звуковых волн, 

гармонически зависящих от времени. Зададим монохроматическое поле де­
формаций в следующем виде:

(22) u (r, t ) — j  (и °(г )е -г“'+ к .с .) ,

(23) Oii(r, t) =  —  (o0°(r) е - ш +к. c .) .

Подставляя эти выражения в формулу (10) и проводя усреднение по вре­
мени, получим среднюю плотность энергии поля'

го =  —  и0 (г) и (г) +  —   -------------------o ih° (г) о1п° (г ) ,
4 4 о о

где Sikin((i>) задается выражением (3) с четными N:
од

w ®  > - £ . £ ?  .( -* «> )2W.
Л' =  0

Исходя из формулы (15), аналогичным образом найдем выражение 
для средней плотности импульса G поля

G (и,®* (г) Vи,° (г) - и ,0 (г) VмЛ (г )) -  /1- gS|*'n (̂°̂
4 4 О со

V (alh0*(r)a,n°(r )) .
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Средняя плотность спинового момента монохроматических звуковых 
волн в изотропной среде определится из формулы (21).

(24) / ,  =  ^  [Ч" (г) u0’ (г) ] t + i d± ^ ~  e m a lm ° (г) о**.0- (г ) . 
2 <9со

Входящий в это выражение параметр
00

( а ) = ' £ >ь - Г )
N= О

как и тензор гибкости непоглощающей среды, является вещественной ве­
личиной.

Соответствующий продольным волнам, распространяющимся в изо­
тропной среде вдоль некоторого направления х, тензор напряжений о* 
имеет отличные от нуля компоненты Охх, оиу= о г1. Легко видеть, что для 
этих волн общее выражение (21) обращается в пуль. Таким образом, 
в изотропной среде собственный момент импульса могут иметь только по­
перечные волны.

Рассмотрим поперечную плоскую монохроматическую звуковую волну 
вида

u =  - J - ( U°eilkr-" '4 -K .c .),

где и0= ц °(а+ ^ Ь )/У 1+ ^ 2, ч — параметр эллиптичности, равный отношению 
осей эллипса поляризации, а и b — единичные векторы его главных осей. 
Используя связь между тензорами напряжений и деформаций в фор­
ме [1]

Оц= { Со (со) ( б , л 6 д + б « 6 # )  +Ci (со) б,Д ,} ик1у

из формулы (24) получим
рсо

(25) у _  2Т»
1 + f ( — +  /С2С02 

2 дсо )■
где n = [a b ] — единичный вектор волновой нормали.

Уравнение движения (5 ), которое в данном случае примет вид
(рсо2—c0k2)u°=0,

может иметь отличное от нуля решение, очевидно, лишь при co2= c 0kVp. 
С учетом этого равенства вектор плотности собственного момента импуль­
са (25) будет

_  с0и02̂ к дк
“  1 + v 2

Здесь использовано соотношепие с0(со) = l / /i50(co) между параметрами 
С0 (со) И So ((о) .

Приложение

Полученные выше результаты могут быть обобщены на случай маг­
нитоупорядоченных сред. Предполагая наличие магнитной структуры у

(Дг) N
среды, следует считать ее тензорные характеристики в урав­
нениях (1) функциями параметра магнитного упорядочения m (магнит­
ного вектора кристаллической решетки или подрешетки). Если среда по­
мещена в постоянное внешнее магнитное поле Всаг*, то под m следует по­
нимать вектор Bext. Из формулы (3) и соотношения взаимности 
$.*мт э a)) =Sinik[—m, со) следует, что симметричная относительно переста-
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ловки первой и второй пар индексов часть тензора $ й п (т ) 
ной функцией т ,  а антисимметричная — нечетной

является чет-

(iV)'icT . .
S i h l n  ( m )

(Л ')иеч
Sihln

1
~2
1
2

/  <*D /  ч , (N )  .  ,  .  (Л')мет .  .
\ s i k i n  (m) + S i h i n  ( m)) = (m),

(■Sihln (m) ( - m ) )== s  tnih (rn).

Далее при установлении условий, обеспечивающих обратимость решений 
уравнения (5), следует иметь в виду, что при инверсии времени магнит­
ный параметр m меняет знак. В результате для невязкой среды приходим 
к соотношению

(ЗДГ)чет
Sihln

,  ч  v  O ^ n  , (2W + 1)H C 4 d2N+'a ln

a t 2N+l

ua основании которого можно получить следующие формулы:
.2 4

N = 0  р =  О

{2К)чет , . dvaih d2!i- pa,n
( m ) ---------------------------+dtp dt2N-]l

2 N + l

+ £ < - * > Sihln
p = o

( 2 i v + i ) n c 4  / ч d v O i h  p b l O i n  1
(m) — ----- r— ,,;, } ,

, «> 2W—1 д

G,-P*V,U— £  £  M l ’d S T V )  V ,(

<9i

\ 3 2N- p- ‘ o ,„
dt2N~v~'

jY  =  1 p  =  0

2N

+  £ V b i ) < r ’ “ (m) v , ( ^ )
a po „  \ a 2W- po ,„

dfN-p
N = 0 p = 0

}
для Плотности энергии и плотности импульса звукового поля.
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