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СТОЯЧИЕ ВОЛНЫ В ГАЗОЖИДКОСТНОЙ СРЕДЕ

В. В. Соболев

Рассмотрены стоячие волны конечной амплитуды в газожидкостной 
среде, когда длина волны много больше расстояния между пузырька- 
ми, при различных соотношениях между частотой источника и собствен­
ной частотой пульсаций пузырьков.

Изучение эволюции бегущих воли в газожидкостной среде указывает 
на существенное влияние дисперсионных и диссипативных эффектов, 
связанных с газовыми включениями. Для ряда приложений, например 
при обработке ультразвуком расплавов жидких металлов, с  целью улуч­
шения в дальнейшем кристаллической структуры слитка представляет ин­
терес исследование стоячих волн конечной амплитуды в жидкости с  газо­
выми пузырьками. Ультразвуковые колебания могут вводиться в затверде­
вающий расплав через жидкую фазу. При этом волны, идущие от источ­
ника ультразвука, отражаются от границы раздела между жидкостью и 
твердым телом. В результате интерференции падающих и отраженных 
волн образуются стоячие волны, которые эволюционируют в газожидкост­
ной среде, поскольку под действием ультразвука в жидком металле про­
исходит интенсивный рост зародышей кавитации.

Будем предполагать, что длина волны много больше расстояния меж­
ду пузырьками и радиусов пузырьков. Это предположение оправдано для 
волн ультразвукового диапазона. Для описании стоячих волн копечной 
амплитуды обычно используются лагранжевые координаты, удобные для 
задания граничных условий. В одномерном случае уравнения движения и 
непрерывности для давления р и плотности р можно записать следую­
щим образом [1—3 ]:

(1 ) р (1 + !а )= р 0 ,
( 2 )  р о | н + р а= 0 .

Соотношение между давлением и плотностью в газожидкостной среде 
имеет вид [4, 5]

(3 ) р = с 2 р+црг+рр».

Здесь £ — смещения из начального положения а частиц среды, с  — скорость 
звука, г), р — коэффициенты диссипации и дисперсии. Величина с зависит, 
вообще говоря, от р [5 ]

С"=С02*+*вр.

где с0 — невозмущеиная скорость звука в газожидкостной смеси. Выра­
жения для с0, е, тр р приведены в [5 ].

Из (1) —(3) нетрудно получить следующее уравнение для

5 _ Г _ ^ __________ Г\ 2|а,2- 1 а,,(1 + Ы  1
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Для изучения стоячих волн конечной амплитуды используется метод 
последовательных приближений [3 ]. Представим смещение £(а, t) в виде

£ =  |<1> +  |<2>+ . . .

3 0 0



Подставляя этот ряд в (4) и ограничиваясь двумя первыми членами раз­
ложения, получим следующие уравнения для £(1\ £(2>:
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а а
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( 1 ) ( 1 )
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Рассмотрим вынужденные колебания, когда источник ультразвука рас­
положен в точке а = О, а при а=1 происходит отражение волны. Тогда

(7 ) g(0, t) = А  cos о it,

, ( 8 )  g a ( U ) = 0 .

Рассмотрим особенности эволюции стоячих волн в жидкости, содержа­
щей пузырьки газа, полагая rj=0 . Ниже будет показано, что ц^О  не вно­
сит существенных качественных изменений в поведение стоячих волн. Из 
формул (5 ), (7 ), (8) нетрудно получить, что

,. . .  . . A  cos nil — а)
ё (щ t) = ----------------------- cos col,

cos nl
n = k (  1—co2/ W )  /c=co/co, coo=cp_,/%

если G)<(Do, и

<10) coami,
ch ml

m = k (  o r /o v —l ) " Vi

при co>coo. Здесь o)o есть собственная частота пульсаций пузырька. Когда 
со<со0, резонансные частоты определяются из условия cos nl= 0 или

(1 1 ) n i  =  I L  ( 2 N -  I ) , N =  1 , 2 , . . . .

В случае со>о)0 из решения (10) следует, что ни при каких конечных вол­
новых числах п не наблюдается резонанса. Выражение (9 ), если в нем п 
заменить на к, совпадает с выражением для амплитуды стоячей волны в 
задаче о колебаниях столба воздуха в открытой трубе [5 ]. Из (9) видно, 
что наличие газовых пузырьков приводит к уменьшению длины стоячей 
волны, поскольку п всегда больше к. Из сравнения формул (9 ), (10) сле­
дует, что если частота внешнего звукового поля превышает собственную 
частоту пузырька, то пространственные колебания в системе отсутствуют. 
Эта ситуация аналогична той, которая имеет место для бегущих воли, рас­
пространяющихся в газожидкостной среде, когда поглощением пренебре­
гают [1 ].

Если вместо условия отражения волны (8) задать условие поглощения

§ ( I, t) = 0 ,
то

.... . Asmn(l — a)
ё (я, t) -- ---------- :----- -------- - cos о)£, со <  coo,

sm nl
c (1 ) /  .4 Ashm(l-a)
ё \a,t) = ---------:-----:------- -cos cot, G) >  G)0.

sh ml
Здесь при со <  о  о резонансные частоты определяются соотношением

n l= n N ,N = 0, 1 , . . .
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Найдем теперь второе приближение |<2)(а, 0- Возьмем для определенности: <о<(йо-Подставляя (9) в правую часть (6), получим уравнение для |(2>
( 12) -  t f  +  с * С  +  р ь 2 =Л We2s i n 2гс(I - а )  г̂   ̂_ 4to2

L v « о 22 cos2 )•) cos 2сot ]■
Нетрудно показать, что решение уравнения (12), удовлетворяющее гра­ничным условиям (7), (8). имеет вид

(13) £(2) (a, t )  = --- \ sin 2п (l — a) — sin nl + 2па —8 cos" nl l
'  v .*

-------т------ 77—0----- тгг Г п cos 2п (I — а) +  а (х2 — п2) sin 2 га (I — а) +п2 + аг (х2 -  п2)2 L

n S iU x a  [2!a(x‘-» -) -H ]c o S2Bi}, *  _  i  (1+ 2у. cos 2xZ
Здесь предполагается, что не только о)<со0, но и о)<о)0|2. Если со0|2<со<(Оо> то в последнем слагаемом в правой части (13) стоит отношение соответст­вующих гиперболических функций, поскольку х становится мнимым.Из (13; видно, что возникают колебания удвоенной частоты и кроме* резонансов первого порядка появляются резонансы второго порядка, когда
(14) nl =  ^ - {2 N - l ) , Я= 1,2,...
Если СО>(1)0, то 
(15) (МН- тя Л

8 cl г ml
jsh 2т(l—a) —sh ml+2ma —

am2

+  -

-- f т ch 2т (l—a) +a(m2—[i2) sh 2m (l—a) +
m2—a2(ml—p.2)2 I.
Ш Sh [2la(m2—\i2) —i] j  c o s 2 cdZ j ,  \x=k^A

G)
(i)o ■2\x ch 2\d

В этом случае резонанса нет ни при каких конечных т и р.Пусть теперь г|=̂0. Ищем решение уравнения (5) в виде(16) | (” , ) (а 1 0 =£i(a)cos coZ-fB2(a)sin at.Подставляя (16) в (5), получаем систему уравнений для 5, и В2
( c 2- 6 c o 2) f i 1, / + c D T i f l 2, / + c o 2B l = 0 .(17)
( с 2— ^ ( 0 2 ) / i 2r/— COTlft1/ / +C O 2̂ 2 = 0 .Из (7), (8) имеем граничные условия, налагаемые на В, и В2
B i( 0 ) = Л ,  В 2(0 ) = 0 ,(18)
В/(1)=  0, Вг'(1 )=  0. .

Разрешая систему уравнений (17) относительно В, и В2 с учетом (18),. после простых, по громоздких выкладок получаем, что при о>> о>0
Bi(a)= , с̂т7 --- 777̂ -[cos |а ch 0 (21—a) +cos £ (2Z—a)ch 0а],
Вг(а) =

ch 20Z+cos 2%l 
А

ch 20Z+cos 2\l
[sin £a sh 0(2l—a) +sin | (2l—a)sh 0a],

0 =  -? :1 /гЯ 2+1+1, | =  - ^ У уЯ2+1-1 .У2 ' У2 Г
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Если со <  со о, то 0 -Н 0, тогда
А

В , (а) = -------- ■ ■■ , ■■ [cos 0 (21—a)ch  £a+cos 0a ch | (21—a) ].
cos 20Z+ch 2 ll

В2 (a) = ------ —^ -------- [sin 0 (2J—a)sh ga+sin 0a sh £ (21—a) ].
cos 262+ch 2£Z

При r|=0 величина B2= 0 , В , принимает вид (9) при со<со0 и (10), когда 
со>со0.

Нетрудно показать, что учет диссипации приводит к появлению в вы­
ражении для £<2) при о)<со0 дополнительного слагаемого, которое содержит 
sin 2coZ. Таким образом, качественно влияние х\ сводится к сдвигу фазы 
колебаний по t. Это следует также из вида функции |11)(я, t) (16).

Вблизи резонансов первого и второго порядков нарушается условие 
применимости метода последовательных приближений, поскольку £(1), £<2) 
при этом неограниченно возрастают.

Из (9 ), (13) видно, что основной особенностью, связанной с эволюцией 
стоячих волн в газожидкостной среде, является появление колебаний с мень­
шими длинами волн (к > п > к )  п дополнительных резонансов, которые опре­
деляются условием cos 2уЛ=0 или

(19) x j =  A ( 2 W - 1 ) ,  N =  1 ,2 , . . .
4

Поведение стоячих воли конечной амплитуды зависит от соотношения меж­
ду частотой внешнего звукового поля и собственной частотой пузырька. 
В этом заключается одно из существенных различий между эволюцией 
стоячих волн в жидкости с пузырьками газа и их поведением в среде без 
дисперсии, когда в системе пет собственных колебаний. Дробление стоячих 
волн в газожидкостной среде напоминает распад начального возмущения на 
солитоны при распространении бегущих волн в диспергирующей среде при 
больших параметрах подобия [5J. С дроблением стоячих волн тесно связано 
появление дополнительных резонансов тнпа (19 ), которых будет тем боль­
ше, чем меньше о  по сравнению с со0. Очевидно, учет высших приближений 
|<3), £(4) и т. д. приведет к появлению резонансов третьего, четвертого и бо­
лее высоких порядков как основных вида (11), так и дополнительных типа 
(19 ), если при этом о  будет еще более уменьшаться по сравнению с ш0. 
При изучении поведения стоячих волн в газожидкостной среде достаточно 
ограничиться, однако, рассмотрением первых приближений, поскольку 
амплитуды высокочастотных составляющих быстро уменьшаются вследст­
вие значительной диссипации. Кроме того, используемое приближение 
справедливо до тех нор, пока длина волны много больше расстояния между 
пузырьками и радиусов пузырьков.
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