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АКУСТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ СФЕРИЧЕСКОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ 
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Решена задача об излучении звука сферическим излучателем в при­
сутствии произвольной системы импеданциых сферических рассеивателей.

\

Определим акустическое поле сферического излучателя, вблизи кото­
рого расположены непрозрачные для звука сферические рассеиватели. 
Пусть излучатель радиуса а0 и рассеиватели радиусов ае, 8=1, 2 , . . . ,  М , 
где М  —  число рассеивателей (для краткости назовем их активной и пас­
сивными сферами соответственно), находятся в неограниченной однород­
ной среде и не касаются друг друга. Центр активной сферы совместим с

началом прямоугольной координатной системы 0xy z , а центры пассивных 
разместим в точках ог, положение которых относительно начала коорди­
нат о определяется радиус-векторами Н0е (см. фиг. 1). Введем локальные 
сферические координатные системы Д 0,  0 о ,  с р о  и 0 t:,  ф е ,  каждая из ко­
торых связана с соответственной сферой. Пусть па поверхности активной 
сферы задано распределение амплитуды колебательной скорости 
у ( 0 о ,  ф о ) ,  о  па пассивных сферах — поверхностный локальный импеданц 
Zc, определяемый отношением звукового давления к нормальной состав­
ляющей колебательной скорости на поверхности сферы [1]. Задача за­
ключается в нахождении решения уравнения Гельмгольца для потен­
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Фиг. 1. Геометрические соотношения задачи

505



циала скорости суммарного звукового поля ДФ+А2Ф=0, которое бы 
удовлетворяло условию излучения на бесконечности и граничным ус­
ловиям

д ф  I
(D  = ^ (0 о , Фо),

ОН0 Ло=-ао
ze дф[Z , ОШ 1
---------- +  ИсФ I =0, е = 1 ,2 ,.. . ,  М ,

р с dRt J  Л‘  е е
где к  — волновое число, рс — волновое сопротивление среды. Временной 
множитель е опущен.

Потенциал скорости звукового поля, создаваемого активной сферой, 
может быть представлен как

Ф0 (Д„, е„, Фо) =  ^ £  ^  С  А.*1* (/сЛ„) P qm (cos Go)
q — Q m = —q

Поле, рассеянное пассивной сферой, будем искать в виде
оо Я

ФДДг,0.,ф.) =  —  £  {kR ')P q-{ cos0e)eim*.

оз g

7=0 m= —q

Здесь ** — сферические функции Ганкеля первого рода (в дальнейшем 
верхний индекс будем опускать), Pqm — присоединенные функции Ле­
жандра, iimq — комплексные коэффициенты, подлежащие определению из 
граничных условий и с учетом того, что суммарное иоле равно

(2)

м

ф = ф „ + ^ ф £.
8=1

Представим функцию i>(0o, фо) в виде ряда Фурье по сферически] 
гармоникам:

со q

(3)

где

v  ( 0 о ,  ф о )  =  ̂  ^  а тчР чт  (cos 0 о )  e imv\

q= 0 m« — q

dviq —
2 q + i  (g —та)!

1 2n

2 ( q + m ) \
j  }  *№ ., Фо) Pqm (cos 0 O) е “ ,Шф0 йф0 d (cos 0 O) .

-1 0

Подставив соотношения (2), (3) в выражения (1) и применив далее к 
полученному выражению теорему сложения для сферических волновых 
функций [2 ], после преобразований придем к бесконечной системе ли­
нейных алгебраических уравнений для определения неизвестных коэффи­
циентов и(0) и и(е>:

( 4 )

03 n М
(0)4- V 1  V 1  V 1  (е) A0t __ Uttmq Г > /  I /  I — Omqi

л  =  0  р ш в — п  е= 1

оо п

С +  Yj X ,  ( C ’ i C n + 7 V ‘ )  =  о , те, д = 0 , 1 ,2 ,
П = 0 ршш—П
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г д е
Ое

А =‘  •» mqvn
Ое j q '(к й о )  

\'mqvn
V ( b 0) ’
z .

R —•О тдрл о е0 _ £ i
jq'  ( k a e) + i j q(k a t)

pc hq' ( k a e) + i h q(k a e)

n + QО/(«-<?) ___
(С * = H ^ ---  ^  {ТбГ'"''А1(*/гоЛ-Ртт_Р (cos 0 o e )  ei(m-p)?”%

iV2 > 7 l

ivpn =

V =  IЯ — q\

0n + p )  l
2 rc-fl (n — p ) ! 1

bmq =
amg

h q'( k a 0) ’

M
leVn

-  E <0 R 'B 
W-pn & m q p n j

i=i, **e

6 ̂ pq7n— коэффициенты, зависящие от индексов и определенные в рабо­
те [2 ].

Определим характеристику направленности активной сферы в при­
сутствии рассеивателей. Выражение для характеристики направленности 
с учетом того, что в дальнем поле R 0= R &= R  и 00= 66= 0 , фо=ф, а также 
с учетом асимптотического представления функций Ганкеля при боль­
ших значениях аргумента, имеет вид

О) A f

m  ф ) =  Е Е  (~i)q+lPqm(C O S 0 )  ,

• ^ 0  m=—q e = i

где коэффициенты u mq определяются из системы уравнений (4),
g o e = # o e [ s i l l  0 C O S  ф  sin 0oe+sin 0 sin ф  sin ф о в + C O S  0oe cos 0].

С целью изучения влияния волновых размеров и импеданца поверх­
ности рассеивателей, а также расстояния их до излучателя на направ­
ленность системы излучатель — рассеиватели были выполнены расчеты 
характеристик направленности для случая двух сфер ( М = 1) в предполо­
жении, что распределение скорости и импеданца по поверхности сфер 
обладает круговой симметрией. В этом случае центры обеих сфер можно 
разместить на оси z  системы координат 0xy z , тогда азимутальные углы 
Фо и ф ! равны, а т  и р  равны пулю.

Система уравнений (4) для этого случая упрощается и принимает
вид

Q1
7 1  =  0

ое

9 —0 ,1 ,2 ,
71 = 0

Здесь и далее индекс 0 относится к активной сфере, а 1 — к пассивной. 
Заменой переменных

и Г = и Г К ( к а н)(«)
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Фпг. 2 Фпг. 3
Фиг. 2. Диаграммы направленности системы излучатель — рассеиватель при различ­
ных расстояниях 6 между поверхностями сфер (Z ,/pc=0,002): 1 -4  для a0A = a i A =  
=0.25 и 5—8 для яоА=0,25, а^/К=1 при б Д  равном соответственно 0,05; 0,25; 0,5; 1
Фиг. 3. Диаграммы направленности системы излучатель — рассеиватель при различ­
ных значениях импедапца рассеивателя (6=0,05^): 1 -3  для G oA =aiA =0,25 п 

4 -6  для во/Х—10,25, ai/Лг—1 при Z i/pc равном соответственно 0.02; 1; 100

эта система уравнений преобразуется к системе с вполне непрерывной 
формой (см. Приложение)

~<°> 1Мд - Г >  йп 
п—0

(1> ,  О, l l q  (/с&о)
Т Т Т ы л

а,9»

(5)
~(*) , V 1 ~ 
Ц* + /  , и

п— 0

(0)
п В 10

q n

К  (ка>) 

К '  (к а 0)
=  0, * = 0 , 1 , 2 , . . . ,

которая однозначно разрешима, например, методом редукции. При этом 
приближенные численные значения коэффициентов u q{0\  u q(l) могут быть 
найдены с нужной степенью точности из конечной системы, полученной 
путем усечения системы (5) на некотором уровне N .

Выражение для характеристики направленности системы излуча­
тель — рассеиватель имеет вид

N
0 (0 ) ( — 0 9+1[ИдО)+Ид(1> ехр(— ikR o i cos 0) ]Pg(cos 0).

<1= о
. * •' 1 '' ' I

Расчеты были выполнены при следующих значениях параметров: нор­
мированный импеданц Z,/pc=100; 1; 0,1: 0,002, волновые размеры актив­
ной и пассивной сфер равны соответственно a j % = 0,5; a,/X=0,5; 1.1: 2; 
расстояние между поверхностями сфер по оси z 6=0,05; 0,25; 0,5; IX. 
При вычислениях бесконечная система усекалась на уровне N = 6 . Уро­
вень усечения определялся путем сопоставления последовательных ре­
шений конечных систем, получаемых из формулы (5) усечением для 
возрастающих значепий N . Результаты расчетов приведены па фиг. 2, 3.

Из приведенных графиков видно, что при определенных условиях 
система излучатель — рассеиватель становится однонаправленной. Наи­
большая направленность наблюдается в том случае, когда расстояние 
между сферами минимально, а импеданц рассеивателя мал, т. е. пассив­
ная сфера акустически мягкая (см. фиг. 2, кривая 1 ). С увеличением 
расстояния между сферами диаграмма направленности ориентируется 
вдоль оси, перпендикулярной линии центров сфер (кривая 2  на фиг. 2 ), 
и при дальнейшем росте расстояния становится мпоголепестковой.
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Влияние величины импеданца поверхности рассеивателя на диаграм­
му направленности системы излучатель — рассеиватель показано на 
фнг. 3. Расстояние между сферами равно 0,05 X. Как следует из графика, 
при акустически мягком рассеивателе система излучатель — рассеиватель 
имеет ярко выраженную однонаправленность, которая исчезает при 
уменьшении податливости поверхности рассеивателя.

Авторы благодарят А. И. Фесенко за программирование задачи для 
ЭВМ.

П р и л о ж е н и е

Чтобы нровернть возможность приближенного решения системы урав­
нений (5), проанализируем подобно тому, как это сделано в работе [3], 
поведение матричных коэффициентов при неограниченном росте индек­
сов q, п. Заметим, что для свободных членов ая справедливо неравенство

I а( со.

поскольку a q — коэффициенты ряда Фурье (3).
Подставив значения A qn01 и B qni0 в соотношения (5) и обозначив мат­

ричные элементы системы соответственно и pgn, можно записать
_ _ п  U  (к а *)

CCqn VOgOn
Л » '( * « . ) ’

рдтг QoqOn
a + i h q(k a i)/ h q'  ( k a t) h n'  (k a 0)

где обозначено a=Z,/pc. \
Учитывая, что j q(x )/ jq'  ( z ) ~  x/q, h q(x )/ h q' ( x ) ---- x / ( q + 1) при9 > 1 , 4 >£,

получим
a qn 1COgOn

/ /  (feao)
h „ ' (k a t)

U  (fan)
K '  {ka 0)

Повторяя рассуждения, приведенные в работе [3], приходим к заклю­
чению, что при q, п >  1 П + 1

При условии, что a0+ai<i?oi, т- излучатель и рассеиватель не ка­
саются.

<оо.

Точпо так же можно показать, что и 2 |?gn|2<oc>. Следовательно, cir­ri, <7
стома уравнений (5) обладает вполне непрерывной формой [4], и ее ре- 
тпение может быть найдено методом редукцип плп методом последова­
тельных приближений.
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