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СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ТВЕРДЫХ ЦИЛИНДРОВ
КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ

К. В . Чернышев, В . В . Шеёай

Дан метод расчета собственных колебаний твердых цилиндров произ­
вольных конечных размеров. Решение получено в виде ряда функций, 
точно удовлетворяющих уравнению движения твердой среды и граничным 
условиям на торцах цилиндра. Коэффициенты ряда подбираются с по­
мощью процедуры минимизации среднего квадрата полного напряжения 
на боковой поверхности. Таким способом может быть получено точное 
решение в виде бесконечного ряда.

Одип из возможных методов решения задачи о собственных колеба­
ниях твердых цилиндров произвольной конечной длины был развит в ра­
боте [1 ]. Метод является точным в том смысле, что оп дает выражения 
для компонент вектора смещения в виде функций, точпо удовлетворяю­
щих уравнению движения твердой среды и граничным условиям для 
сдвиговых напряжений на всей поверхности цилиндра, а граничные ус­
ловия для нормальных напряжений могут, по-видимому, быть удовлетво­
рены этими функциями с любой желаемой степенью точности. Такой ме­
тод, однако, является весьма громоздким и требует для получения удов­
летворительной точности большого объема вычислений. Другой подход
заключается в использовании функций, соответ­
ствующих пормальным волнам в свободном твер­
дом слое или бесконечном цилиндре, для прибли­
женного удовлетворения граничных условий на 
дополнительных поверхностях (см. работу [2 ]) .

Рассматриваемый метод позволяет с помощью 
функций, соответствующих нормальным волнам 
(удобнее всего использовать нормальные волны в 
бесконечных ■ слоях или цилиндрах), получить 
решение с любой степенью точности и сущест­
венно более простое по форме, чем в работе [1].
Результаты настоящей работы были кратко из­
ложены в [3].

Рассмотрим осесимметричные колебания сво­
бодного однородного твердого цилиндра копечпой 
длины (фигура), не касаясь, однако, крутильных
колебаний (последние могут быть рассмотрены аналогичным образом). 
С помощью функций, соответствующих нормальным волнам в слоях или 
цилиндрах, необходимо удовлетворить граничные условия, состоящие в 
равенстве нулю напряжений на границе, и определить собственные час­
тоты. Обе системы функций бесконечны и линейно независимы. Опи обес­
печивают удовлетворение уравнения теории упругости внутри цилиндра 
и граничных условий па части его поверхности. Будем считать эти систе­
мы функций полными. Решение задачи сводится к удовлетворению гра­
ничных условий на дополнительной части граничной поверхности. Это
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может быть осуществлено только па некоторых (собственных) частотах. 
Для системы функций, порождаемых нормальными волнами в твердом 
слое, часть 5, поверхности, на которой удовлетворены граничные условия, 
образована торцами цилиндра, дополнительная часть S2 поверхности — 
боковая поверхность цилиндра. Для системы функции, связанных с вол­
нами в бесконечных твердых цилиндрах, S { — боковая поверхность ци­
линдра, S2 — пара торцевых поверхностей.

Твердый бесконечный цилиндр, соответствующий цилиндру, изобра­
женному на фигуре, занимает область — °°^z<<x>, 0 ^ г< Д . Осесимметрич­
ные колебания цилиндра конечной длины могут быть нредставлепы с по­
мощью системы функций, отвечающих «продольным» нормальным волнам 
Похгаммера — Кри [2 ]. Можно выделить два типа колебаний конечного 
цилиндра: 1) зависимость осевых компонент смещений от z изобража­
ется четной функцией; 2) та же зависимость изображается нечетной 
функцией.

Твердый бесконечный слой, соответствующий цилиндру, изображен­
ному на фигуре, занимает область — h ^ z ^ + k ,  О^г^оо. Уиомяпутые типы 
колебаний цилиндра соответствуют: первый — «изгибным», второй— «про­
дольным» волнам в слое. Этим волнам соответствуют дисперсионные урав­
нения Рэлея — Лэмба двух различных типов.

Вследствие осевой симметрии смещений в цилиндре, а также их сим­
метрии или антисимметрии относительно плоскости 2 = 0  процедура удов­
летворения граничных условий на дополнительной части граничной по­
верхности может быть проведена только для отрезка прямой. Если до­
полнительная часть — торцевые поверхности цилиндра, то достаточно 
удовлетворить граничные условия на любом радиальном отрезке, взятом 
па одном из торцов. Если дополнительная часть — боковая поверхность, 
то граничные условия должны быть удовлетворены на отрезке образую­
щей от z= 0  до одного из торцов. Следовательно, в отношении удовлетво­
рения грапичных условий имеем одномерную задачу, а при расчете сме­
щений и напряжений внутри цилиндра — двумерную задачу.

При изложении метода решения для определенности будем рассмат­
ривать систему функций, соответствующих нормальным волнам в твердом 
слое [4 ], считая, что все велпчипы размерности длины нормированы на 
h — половину длины цилиндра, а элементы тензора напряжений и модули 
упругости нормированы па модуль сдвига р. Введем также безразмерную 
частоту o)=2jt/fc/(p /p)Vi', где /  — частота колебаний, р — плотность мате­
риала цилиндра. Введем линейную комбинацию

где un(r, z, (о) — комплексная амплитуда вектора смещения в п-й нор­
мальной волне. Вектор и (г, z, о )  пмеет смысл некоторого распределения 
смещений. Он является собственной функцией задачи, если образованные 
с его помощью амплитуды нормального и сдвигового напряжений

(1)

С учетом формулы (1) получим

(3)
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где Trrn(r, 2, со) и Т ггп(г, 2, со) соответствуют вектору ип(г, 2, со). Введем 
в рассмотрение функцию

+i . *
(4) I  (Я, со) =  J  {iTVr (Я, 2, « )  14-12V. (Я, z, ш) |2}dz,

-1

которая с точностью до постоянного множителя определяет сумму сред­
них квадратов напряжений Тгг и Trz на боковой поверхности цилиндра. 
Можно сказать также, что /(Д , со) с точностью до множителя представ­
ляет средний квадрат модуля вектора полного напряжения Т(г, 2, со), 
имеющего своими компонентами 7\Г(Д, 2, со) и 7’Г2(Д, 2, со). Очевидно, 
что 1= 0  в том и только в том случае, когда 7,ГГ= 7 Г2= 0  при г=Д , т. е. при 
выполнении граничных условии (2). В то же время, поскольку функция 
/(Д , со) неотрицательна, ее минимальное значение равно нулю. Ниже 
будет показано, что это значение достигается соответствующим выбором 
коэффициентов и величипы со.

Подставив выражение (3) в формулу (4), найдем
ОО СО

(5) / ( / ? , « ) =  (t f ,со),
и = 1 к=1

где
+1

(6) Тпк(П ,(й )=  J {Гггп(Д, Z, Со)Ггг/;(Д, 2, Со) +
— 1

+  Trzn (Д, 2, Cl)) Trzh (Д, Z, 0)) } d2

(* — знак комплексного сопряжения).
Будем искать систему коэффициентов {Дл} ,  обеспечивающих мини­

мальное зпачепие /(Д , о )  при условии (отметим, что по­

добный прием использовался в работе [5] при построении системы нор­
мальных волн в твердом прямоугольном волповоде). Легко показать, что 
в этом случае коэффициенты Вп должны удовлетворять системе однород­
ных уравнений:

BlTli+ B 2Ti2+ . . .+В кТщ+. . .= 0
(7) ..........................................................

Д17т,11+Д 277п2+ . . .+B hTnh+ . . .=0 ,
определитель которой

ТцТ 12 • • • Т1 и • • •

(8) Д (Я, ю) =  (let
ТщТп2 • • • 7 njg . . .

должен быть равен нулю. Решение уравнения

(9) Д (Д, со) = 0

при фиксированном значении нормированного радиуса Д цилиндра дает 
набор безразмерных частот {со,(Д)} (г = 1, 2 , . . . ) ,  при которых система 
(7) имеет нетривиальное решение, а /(Д , оц) достигает своих миниму­
мов. Покажем, что все эти минимумы равны нулю.
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Рассмотрим для этого систему вектор-функций {Т„(Д , z, со)}, компо­
нентами которых являются элементы тензора напряжений ТГГп(Д, 2, со) 
и T TZn(R, z, со). Тогда формула (6) определяет скалярное произведение 
двух вектор-функций Т„(Д , z, со) и ТЛ(Д, z, со) па интервале^ ( —1, + 1 ), 
а определитель (8) является определителем Грама [6] этой системы. 
Уравнение (9) дает условие линейной зависимости вектор-функций 
Т„(Д, z, со), что не противоречит факту линейной независимости функ­
ций un(r, z, со), так как в даппом случае речь идет о линейной зависи­
мости только при г=Д . Иными словами, решение уравнения (9) при фик­
сированных R  позволяет найти значения оц(Д), а решение системы (7) 
при со=(о, дает соответствующую этой частоте систему коэффициентов
{5 n } } ,  таких, что

оо
вп0) Т„ (Я, z,w  0 = 0 , i = l , 2 ........1*0.

п=I П=1

+  1  О О

Поскольку / ( /г ,ш )=  J I ̂ . 5 nT„(-ff,z,co) dz, то I(R,  (.»,) действи-
— 1 1

тельно равна нулю. Таким образом, граничные условия на боковой по­
верхности оказываются точно удовлетворенными, а частоты {со,(Д)} явля­
ются собственными частотами свободных колебаний цилиндра. Решение 
уравнений (9 ), (7) позволяет в принципе получить полный спектр соб­
ственных частот и соответствующий им набор собственных функций, оп­
ределяемых формулой (1).

В численных расчетах всегда приходится иметь дело с ограниченным 
числом членов в рядах (1), (3), поэтому рассмотрим решение задачи в 
том случае, когда учитывается только N первых членов этих рядов. Ана­
логом функции /(Д , о )  в этом случае будет функция / Л-(Д, со), аналогом 
вектора Т(Д, z, со) — вектор Т*(Д, z, со). Система (7) становится систе­
мой N уравнений с N неизвестными. Если определитель Д,у(Д, со) равен 
нулю, то это значит, что точное решение существует в виде конечных 
сумм. В противном случае приходится искать приближенное решение.

Будем считать, что Д*(Д, со) ни при каких Д и со не обращается в 
нуль. Можно показать (см. работу [7] ) ,  что функция I N(R, ы) связана 
с А Л-(Д, со) (с точностью до иостояппого множителя) простым соотно­
шением:

(10) IN(Д, со)—Д*(Д, со)/Ддт-1 (Д, о)),

где Д *-1 (Д, со) является главным минором А —1-го порядка определителя 
Д*(Д, со). Рассматривая правую часть равенства (10) как функцию со 
при фиксированных значениях Д, можем найти со,(Д) 0 = 1 , 2 , . . . ) ,  при 
которых она имеет минимумы (в данном случае неравные нулю). 
Этим минимумам будут соответствовать минимумы средних квадратов 
полных напряжений Т*(Д, z, со) на боковой поверхности цилиндра и ми­
нимальная среднеквадратичная ошибка в удовлетворении граничных ус­
ловий (2). Увеличение N позволяет сделать эту ошибку сколь угодно 
малой (при бесконечном числе членов она, как было показано выше, 
равна нулю). Частоты он, при которых функция / Л*(Д, со) достигает своих 
локальных минимумов, будем рассматривать как приближенные значения 
собственных частот. Определив их, из усеченной системы (7) можно за­
тем рассчитать и соответствующие им коэффициенты Д(лгп 0 = 1 , 2 , . . . ) .

Авторы благодарят С. Н. Ржевкина за участие в обсуждении резуль­
татов этой работы.
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