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ДИСКРЕТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ СФЕРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ
ГЮЙГЕНСА

С. II . К оняев,  В. И, Л ебедев, М . В. Ф едорюк

Пусть S — замкпутая гладкая поверхность в пространстве, и пусть звуковое 
поле р удовлетворяет однородному уравнению Гельмгольца (Д + Л:2)р = 0  внутри *5 
и в некоторой окрестпости S. Тогда справедлива формула

(1) £ (*) =  JJ [ /> ( * ')— у -G(я ,ж ')-

д 1 ( Р (я)» х внутри 5,
-G(x,x') — />(х') с Ю ' - . Г  I

dnx' J 1 0, х вне S.

1 д
Здесь x = ( x lt х2, ха), G(x, х ' ) = --------------- схр[*А:|х-х'| ] , ----------- производная по

4jt|x —х'| дпх’

внешней нормали к S в точке х'. Формула (1) имеет следующую физическую ин
терпретацию: р(х) -  это звуковое поле, созданное непрерывно распределенными 
на S монопольными и дипольными точечными излучателями с плотностями 

д
---------- р(х '), р (х ') соответственно. Излучатели предполагаются акустически про-

дпх•

зрачными. Поверхность S с таким расположением излучателей названа в рабо
тах [1, 2] поверхностью Гюйгенса.

Мы рассматриваем задачу о дискретной аппроксимации поверхности Гюйгенса. 
Именно, требуется расположить на S конечное число точечных монопольных и ди
польных излучателей так, чтобы созданное ими поле рл(х) приближенно совпадало 
с полем Д(х) вне некоторой окрестности поверхности S. Математически эта задача 
эквивалентна задаче об аппроксимации интеграла по поверхности S копечыой 
суммой:

п

s ; = 1

Для дискретной аппроксимации мы используем квадратурные формулы для вы
числения интегралов по сфоре, полученные в работах [3—5]. Это квадратурные фор
мулы типа Гаусса, инвариантные относительно групп вращепий -  группы октаэдра 
GB и группы икосаэдра G2о. На существование таких формул указано в работе [6], 
где также получено песколько важных теорем об ипвариантных квадратурных 
формулах.

Расчеты были проведены нами на ЭВМ БЭСМ-6 по квадратурной формуле, со
держащей N—302 точки, которая точно интегрирует первые 900 сферических гармо
ник. Радиус сферы R был принят равным едипице, падающее поле -  в виде р  
= е ->л*3, т е вычислялся интеграл:

0
e~ik*s  — -  G Сх, х ') -  G (х, х') 

dR'

Вычислялось отклонение Д(х) дискретпой аппроксимации от непрерывпой

Д(*)ЧЖ*)—Р А *) I,
па расстояниях 0<|х|<10 с шагом 0,1 по радиусу в направлении оси Ох3 (обрат
ном но отношению к направлению падающей волны) и в направлении луча /, ко
торый образует углы л/3, п/3 с осями Охи Ох2.

Введем волновую плотность р„, системы излучателей, расположенных на по
верхности S:

pw=  V N/$W,
где Sw -  волновая площадь поверхности S, т. е. SW=S/X2 (Л -  длина волпы). Для

г х  ------сферы радиуса R имеем ow = — y/V/л, п в нашем случае (А=302, R = 1) рю«5Я.
2 R
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Фиг. 1. По оси х  отложено расстояние от центра сферы, по оси у -  величина 
V2lg Д(а;): штриховая линия -  в направлении Oz, сплошная -  в направлении луча I

при к=4л
Фиг. 2. По осп х  отложено расстояние от центра сферы, по оси у — величина 
Vi'lgAfs): штриховая липия -  в направлении Oz, сплошная -  в направлении луча I

при к = 5л

Расчеты были произведены по 0<й<0,5л, с шагом 0,1л при Ar/jx= 1,5; 2; 3; 4 и 5,2 
(длина волны X изменяется от 0,4 до + <*>). При этом оказалось, что отклонение 
А (я) имеет идентичный характер и для направления оси Охз, и для направления /. 
При значениях 0<&<4я, т. е. при 2,45<ри,< °°, ошибка Д (я)<10“ 3 (т. е. 60 дб) на 
расстояниях от сферы S : /?+=0,ЗЯ (вне сферы) и /?_=0,2Я (внутри сферы). При 
А*=5,2л (т. е. при p ^ S )  имеем /?+=5,4, /?_=0,4, так что ошибка Д(я) уменьшается 
до уровня -6 0  дб на расстояниях от сферы порядка 14X. На больших расстояниях 
ошибка А (я) имеет тот же порядок и носит осциллирующий характер.

Фигуры 1, 2 показывают, что при рш>2,5 отклонение А (я) дискретной аппрок
симации от непрерывной модели достаточно быстро спадает как внутри, так и вне 
сферы. При р„=2 отклонение А (я) вне сферы посит осциллирующий характер и 
не падает ниже уровня 10~3. Последнее обстоятельство объясняется тем, что в этом 
случае решетка па сфере становится редкой и волна «просачивается» сквозь нее.
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