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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ ПЛОСКИХ ВОЛН 
НА ЦИЛИНДРЕ С ПЕРЕМЕННОЙ ПЛОТНОСТЬЮ

И .  Т . С е л е з о в ,  В .  В .  Я к о в л е в

Построены точные решения задач дифракции плоской гармони­
ческой волны иг осесимметричных неоднородностях вида р{г)=*Ае~ат и 
р(г)=Лга. Получены асимптотические оценки в длинноволновом 
приближении, позволяющие производить вычисления с заданной точно­
стью. Выполнены расчеты ближнего (на поверхности цилиндра) и даль­
него рассеянных полей. Проведено сравнение интенсивности и полного 
поперечного сечения рассеяния в случаях переменной и постоянной 
осредненной плотности.

Теоретическое исследование дифракции воли на неоднородностях, ха­
рактеризуемых переменной плотностью, приводит к дифференциальным 
уравнениям с переменными коэффициентами, для которых точные реше­
ния, как правило, неизвестны.

Нами построены точные решения стационарных задач дифракции волн 
на осесимметричных неоднородностях вида р ( г ) = А е ~ ,1Г и р ( г ) = А г а в ци­
линдрической системе координат г, 0„ z. Проведены расчеты для упрощен­
ной модели, характеризуемой постоянной скоростью звука [ 1 ].

Пусть из бесконечности набегает на неоднородность плоская гармони­
ческая волна давления

где г и G — координаты точки, отсчитываемые от центра цилиндрической 
неоднородности и от направления распространения плоской волны соот­
ветственно, t — время, р 0 —  амплитуда давления в набегающей волне,
=У—1 , — волновое число и круговая частота, связанные со скоростью
распространения звука с0 соотношением с0=со/Аг.

Во внешней области г>г0 движение среды, имеющей в невозмущен­
ном состоянии плотность ро и давление р 0, описывается уравнением Гельм­
гольца

Во внутренней области г^г0 уравнение движения среды имеет вид [2]

Искомые функции на границе раздела должны удовлетворять услови­
ям сопряжения

( 1 ) P i= P o e i(hr cose+CD°

(2 ) + 2

(3)

P i  I r = r o  P 2  I

(4)
1  d p ! 1  d p 2

P o  d r  r = r o  P  (f*o) d r  r— ro
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Кроме того, р 2 должна удовлетворять условию регулярности при г= 0 , 
a P i — условиям излучения Зоммерфельда.

Разделяя переменные в уравнении (3) p 2= R ( r ) T ( Q ) ,  получим

d r2 \ г  р (г) / d r  \  с 2 (г) г2 / 
d2T

------ + т 2Т = 0 .
d  О2

В дальнейшем координату, плотность и давление будем относить к 
Го, ро, Ро•

Первое уравнение (5) с учетом условия регулярности при г=0 допу­
скает следующие точные решения. При р (г)=Ле”0Г и с 2 (г) = cz2=const 
имеем решение [3]

R m= r ’n( У X
А6) ________

X iF l ( m  +  —  +  — ----- , 2 m + i ,  у  а г— 4 к гг г ) ,
'  2 2Уа2- 4 * 22 г >

где к 22= с о 2/с22, i F t (a7, fi, 7 ) — вырожденная гипергеометрическая функция 
и а2^4/с22. Отметим, что если а2= А к 22, то общее решение уравнения можно
написать в виде R m= e ~ aT<$ ъп (  ̂2 аг), где 2т (я) — функция Вебера.

В случае р ( г ) = А г а  и с 2( г ) = с 22г~ (Х имеем решения [4] при а ^ — 2

/О  к  \  1  ______
(7) R m = f * n  /v ( -ТГ^- г(2+а)/2) ,  V  =  — —  У а*+4т*,\ 2 +а / 2 +а
при а ^ —2
(8) Rm= r{»-2)/2, р = 2 У 1 + т 2-& А

В полученных решениях (6 ) и (7) показатели а и а могут принимать 
любые действительные значения.

Давление в падающей плоской волне можно написать в виде
со

(9) P i  =  (к г )  cos mQ,

ni=0

{1 п р и  m= 0
_
2  при m >  1 .

Для рассеянной волны с учетом условий излучения Зоммерфельда 
имеем

с»

( 1 0 ) p a =  n2> (/cr) cos wi0 .
m—0

Преломленную волну давления представим в виде аналогичного ряда
со ^

(И ) />2=  У'^п.Дт(г) cos /гсб.

Тогда из условий сопряжения (4), учитывая, что Р \= Р х + р $ ,  находим неиз­
вестные коэффициенты ат и Ьт

Аг0р(1 ) J m'  ( k r 0) R m( i ) - R m' ( l ) J m( k r 0)

R J  (1)/Л2> (k r 0) -  k r dP( i ) R m( l ) H ^ ( k r 0) ’

806



Ь = е г ____________ M W * __________________
m m R m' ( l ) H ^ ( k r 0) - k r 0p ( l ) R m( l ) I I ^  ( k r 0) '

Исследуем решение задачи в случае кг0< 1 .
Рассмотрим ближнее поле падающей волпы и оценим погрешность, 

которая появляется при отбрасывании в ряде (9) членов с поморами v> 
> Ш у  т. е. оценим при Ar0<Ar< 1  ряд

0 3 ) p f= 2  iv/ v(/cr) cos v0 .
v=m+i

Поскольку при малых кг

/* < (I)
Ат \ v 1  

v!
то

(14) |*|<2 £  |/,(*г)1<2 Y

m + 1 Уе

v=m+1 v=m+1 (/71+1)! *

Отметим, что приведенная оценка является строгой и справедлива при
к г <  2 .

В случае ближнего ноля рассеянных волн необходимо оценить коэф­
фициенты ат ряда (10). Исходя из асимптотических представлений функ­
ций Бесселя и Ханкеля при малых аргументах приходим к формуле при 
т >  1

im- ln  / к го
(15)

ч 2т  

)  ‘
а т ~ —2 --------------- I —

(//i—l ) ! m! \ 2

С учетом выражения (15) для ряда
оо

(16) р я =  ^  а М У  { k r ) c osvO
v=m|-l

получаем следующее асимптотическое неравенство:

к г 0 

2гv=m+l v=m+l

По аналогии с формулой (14) получаем асимптотическую оценку

(17)
* ■ < * ( £ )

к г  о \  m+i Vexp(Aro)
(то+1 )!

Рассмотрим теперь в длинноволновом приближении дальнее поле рас- 
сеяппых волн, Ат» 1. Из выражения (16) с учетом формулы (15) и асимп­
тотических представлений функции Ханкеля получаем

/  ш  t  •

i Ur ТГ 7t \

“ Т  v_ t ) cos vfi

i / _ L
Г  я Ат

v=m-f-i
О О

2 я V ' iv_1 /At0\2v
v=m-f 1
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откуда следует

(18)
v=m+l

( k r J 2 )  2v 
v!(v—1 )!

/ k r 0 \ 2<’n+1> 
772.1(771+1)! \ 2 /

0 < £ < 1 .

В качестве примера исследуем рассеяние волн на двух типах неодно­
родности при следующих параметрах:

р(г)=£аг°<1_г), аг0=±1п5, /соГо=Ато=0,2; 0,4; 0,6.
Выполняя вычисления с точностью до 5-10“\ в случае ближнего поля в 
разложениях (10) достаточно удерживать первые четыре члена. Для даль­
него поля при этой же точности и т = 3 получаем 7->4 .

Ф и г. 1. Р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и я  pjp о н а  п о в е р х н о с т и  н е о д н о р о д ­
н о г о  ц и л и н д р а  г /г 0= 1 :  л и н и и  1 и  3 -  krQ= 0 ,2 ; 2 и  4 -k r 0=Ofi

Ф и г. 2. Р а с с е я н н о е  п о л е  ps/po п р и  г/7*0=  10: л и н и и  1 и  3 -  кг0= 0,2;
2 и  4 -  kr0=0/t

На фиг. 1 и 2 приведены диаграммы углового распределения рассеян­
ных полей, на поверхности цилиндра при г/г0= 1  и при г/г0=Ю; сплошные 
линии соответствуют аг0=1п5, штриховые a r0= — In 5.

G целью оценки влияния неоднородности рассеивателя проведено срав­
нение поперечных сечений рассеяния, вычисленных в случае переменной 
плотности с коэффициентом аг0=+1п5 и в случае постоянной осреднениой 
плотности

4
Ь5*о / о

Были выполнены расчеты отношения интенсивности рассеянного поля J, 
к интенсивности падающего поля / 0; это отношение пропорционально

(19)
* * 

Р«. =  j  Р (г) d r  =  j  е «II 5 ( 1  — г ) dr
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дифференциальному поперечному сечению рассеяния а [5]
/ в( е ) / / о = £ ( б ) ~ о ( е ) .  •

Величина этого отношения при различных /сг0 приведена в табл. 1 при 
0=0 и 180°. Были выполнены также расчеты полного поперечного сечения 
рассеяния [5]

2 гс
Q =  Js(0)rcZ0.

Результаты расчетов приведен^ в табл. 2.
Из приведенных графиков и таблиц следует, что с уменьшением длины 

волны в рассматриваемых пределах интенсивность рассеянного поля дав­
ления и полпое поперечное сечение рассеяния увеличиваются. Кроме того,

Т а б л и ц а  1 Т а б л и ц а  2

И н т е н с и в н о с т ь  р а с с е я н н о г о  п о л я  S ^ 0 )  *106

Л Го

а=-—In 5 — - I n  5 Рср  — 4/1п5

180° 0° 180° 0° 180°

0 ,2 1,6 0,093 5,5 2,5 0,84 0,172
0,4 26 0,94 37 17 6,39 1,133

5,590,6 303 110 95 37 16,5

П о л н о е  п о п е р е ч н о е  се ч е н и е  
р а с с е я н и я  Q *104

kr0 а=— In' 5 « = 1 п  5 Рср =  4/1п5

0,2 0 ,33 2,5 0,16
0,4 6,7 16 0,305
0,6 126 40 2,94

из сравнения интенсивности рассеянного поля, а также полного попереч­
ного сечения рассеяния для переменной и постоянной средней плотности 
следует, что наличие градиента плотности существенно влияет на характе­
ристики рассеянных полей, в частности приводит к увеличению рассеян­
ной энергии.
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