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Полученные результаты определяют плоскую сдвиговую волну (6 ) и волну сжа
тия (7), которые без дисперсии распространяются в твердом волноводе соответствен
но со скоростями поперечных и продольных волн для нсогранпчсппого пространства. 
Использование рассмотренного частного случая, например в ультразвуковых линиях 
задержки, позволяет поллостыо перенести результаты анализа их характеристик 
при одномерном описании волновых процессов [5] на линии задержки волноводного 
типа, характеризуемые условиями решения данной задачи. Реализация граничпьтх 
условий типа (2 ) достигается при помощи жестких в продольном направлении иде
ально гибких пластинок [6 ], которые «приклеиваются» к двум противоположным 
граням звукопровода. Условия (3) обеспечиваются, если две другие грани звуко- 
провода граничат с абсолютно жестким телом при наличии «смазки» [б].
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в виде
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НИЗКОЧАСТОТНОЕ РАССЕЯНИЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ НА ЭЛЛИПСОИДЕ, 
ОТЛИЧАЮЩЕМСЯ ОТ СРЕДЫ ТОЛЬКО СЖИМАЕМОСТЬЮ

Л. Г ,  В и н о г р а д о в , Р . 3 . М у р а т о в

В работе [1] была выведена система интегральных уравнений акустики неодно
родной идеальной жидкости и показана эффективность ее использования в низко
частотных дифракционных задачах. В частности, рассеяние низкочастотной плоской 
гармонической волны на однородном акустически прозрачном эллипсоиде рассмотре
но в работе [2 ], где найдены первые три члена разложения для звукового поля впут- 
ри эллипсоида и для расселиной волны в дальней зоне. Нахождение последующих 
приближений затруднено быстро растущей громоздкостью вычислений.

Между тем интерес к получению все большего числа членов в низкочастотном 
разложении амплитуды рассеяния связывается в теории дифракции (см., например,
[3]) с возможностью распространения ее результатов на препятствия, сравнимые 
с длиной волны. Любопытно, что акустика дает пример задачи, в которой большая 
часть вычислительных трудностей снимается. Речь идет о рассеянии звука на одно
родном препятствии, отличающемся от окружающей его однородной среды только 
сжимаемостью. Система интегральных уравнений акустики (для давления р и ско
рости v) сводится в этом случае к одпому уравнению

О * eiUn
(1) M r )= / ;0 ( r ) - / C2—  — -p (r ')d V '.

4л J R 
v

Здесь зависимость от времени выбрана в виде е~ш, ро(г) — давление в падающей 
волне, к -  волновое число, V — объем препятствия, /?=|г—г'|, а отношение сжимае
мости препятствия к сжимаемости среды есть 1 —Q.
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Для точек г, принадлежащих объему V, решение интегрального уравнения (1) 
в низкочастотном приближении сводится просто к вычислению интегралов от из
вестных функций. Действительно, будем искать решение (1) в виде

СО

Р ( г ) = ^ ( г 1 * ) ‘ Р«>(г).
1=0

Тогда, разлагая падающее поле р0 (для определенности будем считать его плоской 
волной единичной амплитуды, т. е. р0 (г) = е * кг) и экспоненту, входящую в (1 ), в ря
ды но степеням к и приравнивая члены при одинаковых степенях, находим

(хг)1 Q г-, 1 с
(2) р(0(г)=-------- + —  у  ------------Г р^ - * ) { dV/ (z==0, 1, 2,...).

Л 4л ( l -m ) ! J
m=2 v

Отсюда видпо, что выражается через р(0>, . . . ,  р(/-2>, причем
(3) /,(o)(r)=lj р(»)(г)=хг.
Таким образом, формула (2) позволяет вычислить поле внутри V с любой точностью 
простым интегрированием.

Для эллипсоидального препятствия (хг/аг+уг/Ьг+г*/с2= 1) интегралы, входящие 
в формулу (2), имеют вид полиномов. При нечетных I—т-интегрирование элементар
но. 13 противоположном случае интегралы имеют структуру внутренних потенциа
лов эллипсоида, полиномиальные представления которых даны в работе [4]. Приве
дем результаты вычислений pW(r) по формуле (2 ), дополняющие формулы (3) до 
первых шести приближений *

p(2)(r )=  - 1  ( х г ) 2 + JL  (Д/ 000 _
2 2

рШ(г)

Q

1  Q
— (хг)3 + ----abc +
6  3

у.хагх  ^ Mi00---- — М2ооХг -  МпоУ2 -  Л/ioiz2  ̂у

1 Q ( 1
/><4>(г)=---(хг)* + ------J ----- <а2(Ъ2 + с2)М100) +  ({Мооо-а2М10о)х2) -

24 8 \ 2

— ((М,00-&2iV/,io)

<( К х 2 - М ш )

т < (
Г 1

“1 т

М юо — а2М200 )->
(Мш - а 2Мт ) -  (Мт - а гМш ) х* -

-  (Мом-а2Мно) у2 -  {М001- а 2М101)г2 + (Мпо- а 2М2м)х2у2 +

+  (M0n - a 2Mlu)y 2z2 + (М\о1—а2Мгл\)хггг + ---- (М2о0- а 2М ш )х‘  +
6

1  1
+ ---(Л/020— iso)у4 -i-----(Afeet-aWio*)*

6 G *]>}+

+
2

<?2

/  / 1 1
/  KxKva2b2xy /  М 1 1 0 -- - - - - —  М2щХ2 - - - - - —  Л / 120У2 ~ Мш я*

3 3 )>
Мооо (М ооо™* Wioo*2̂ )»

( 5 )  < ?  /  1  1  1
Д ч с т  ( г )  = --- -- f l & c  ( - - - - - - < х 2 > + - - - - - - - < а 2 > + - - - - - - - < Х х 2 я 2 > +

6  \  3  1 5  5

У \
+ ---- QMqoo — Q(MiooX2) J .

5 /
* Для p(5) мы приводим только часть выражения, являющуюся четной фупкциеи 

координат, поскольку лишь опа дает вклад в амплитуду рассеяпия, вычисляемую
в том же приближении.
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Таким образом, поло внутри эллипсоида оказывается выраженным через внутренние 
потенциальные факторы эллипсоида

abc..
00

M,mn = (2J—1)!!(2/п—1)!!(2ге—1)!!—  J
Х (с2+ и )- п“ |/г dll.

Эт I интегралы (в общем случае эллиптические) с помощью рекуррентных формул 
14 , в свою очередь, выражаются через табулированные факторы размагничивания 
эллипсоида М ^ = М а1 М ^ = М Ь и М001̂ МС. Угловые скобки обозначают сумму трех 
слагаемых, связанных циклической перестановкой (например, (агМ2Хо)=аЧ1г^ + 
+ ЬгМо2\ +с2М юг) •

Для точек г, лежащих вне объема V, формула (1) представляет собой соотноше
ние, связывающее рассеянное поле драСс(г )=Д  (г)-До (г) с полпым полем р внутри 
объема V. При вычислении ррасс в дальней зоне используется асимптотическое вы
ражение

e ihr
f t !

R
e—ihnr' e lhr y h  (-iknr')1

Г  2 j  l\
1=  0

l
где n=r/r. В результате для амплитуды рассеяния F=re~ihrpраСс(г) получим выра
жение

Q ( к2
F (* .n )=  -  —  Vkz J 1  - — [AQM0 +((xx~nx)W ) ]  +

Ал l
(4)

10

3 Q ,  A4— ik3----abc + -----
3 • 35 [ 8

<(Кх-Пх)2 az)2 -  2Q(xxnxaiMa) +

+ —  <(xx2+nx2-M a)a2(M 0- a 2Ma))  +  3Q <a2(b2+ c2)Ma) + 7<?W02 | +]
Q

+  ik5----abc
15 [

1  1
—  <a2> +  —  <(xx2+nx2)a2) +  AQM, 
3 ' 2 ]}

В выражение (4) входят только факторы размагничивания, ибо М0̂ М0оо=(а2Ма). 
Отметим также, что полученное выражение симметрично относительно замены х«-*п. 
Это свойство есть следствие теоремы взаимности F(x, n )= F ( -n ,  —х) и симметрии 
рассеивателя/'’ (х, n ) = F ( - x , -п ) .

Нетрудно показать, что амплитуде рассеяния (4) соответствует полное сечение 
рассеяния

а =  —  Vzkk / 1 -  ^ 4QM„ + ^  и*2 +  A -  j  а2 ^  +(5)
Ал 

й4 3 12
2« 2>2 +  6<х«*а4> + ---- (а 4) + -----(агЬ2) -  2<Хг2аЧг> \ +)

/ 1 3 29
+ Q ( ---- <аЩа(Ма- х . 2) ) ---------М02 + -----М0(кх2а2> +

\ 7 7 35

17 19
+ — М0(а2) - • — (а4! ,  

15 21 ■ > ) -

6
Q'Mс ]}

Формулы (4) и (5) в случае шара согласуются с результатами, получающимися 
из точного решения.
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