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Решена задача о свободных стационарных волнах сдвига в твердой 

среде, содержащей бесконечный ряд одинаковых цилиндрических поло
стей с параллельными, лежащими в одной плоскости, осями. Приведены 
результаты вычисления характеристик таких волн, амплитуда которых 
убывает до нуля в направлении, перпендикулярном к указанной 
плоскости.

Рассмотрим твердую среду, пронизанную бесконечным рядом одинако
вых цилиндрических полостей радиуса R. Оси полостей расположены в 
плоскости у= 0 с периодом б, как это показано на фиг. 1, где представлено 
сечение среды плоскостью z = 0. Прямоугольные координаты (хк, ук) 
связаны с центром 0* к-й полости ( к = 0, =Ь1, ± 2 , . . . ) ,  причем х0= х , у0= у . 
Если среда испытывает деформации сдвига в направлении оси z, то смеще
ние ее частиц W(x> у , t) удовлетворяет следующему дифференциальному 
уравнению:

( 1) (д2 д2 
дх2 ду'
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где [I — модуль сдвига, р — плотность материала, с2 — скорость распростра
нения поперечных волн. Координаты (х , у)  здесь и в дальнейшем безраз
мерны. В качестве единицы измерения длины выбран радиус R.

Предположим, что поверхности полостей свободны от внешних нагру
зок, т. е. граничные условия имеют вид

1 д
(2) — тР х = —— при рь=1(/с=0, ± 1 , ± 2 , . . . ) .

Ц дР*
Решение краевой задачи (1) —(2) ищем в форме бегущей волны

(3 ) W { Xyy y t ) = ^ W ( x y y ) e i^ t\
где W (x,  у) — периодическая по х функция с периодом б, у — положитель
ный параметр, который выражается через скорость распространения дан
ной волны с и ее длину К равенствами
(4) т = 0>Д /с-2яД /Я .

Используя систему решений уравнения Гельмгольца [1, 2]

(5) У п= £ (еШ1Я „(Ы «'я’* (л.=0, ±1, ± 2 ,.. .)>
h

представим смещение частиц рассматриваемой перфорированной среды, 
предполагая задачу симметричной относительно оси .г, в виде

( 6 ) W - ^ A n V „  Л - „ = ( - 1 ) М „ .
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Принимая во внимание теорему сложения цилиндрических волновых 
функций, представим выражение (6 ) в полярных координатах (р, (р)

(7) ИЧр, Ф) =  U n /U M  + S nJ n ( № )  U in\  Р<б,
n

s n= Y j A °Bp^p-nt

oo

Bv- я= ^  Я , - „ (р * б )  [ e - ‘7,6r+ ( - l ) p- V Wt].

k— 1
Полученное представление позволяет выполнить граничное условие (2) 

на полости к = 0. Остальные условия в формуле (2) будут при этом выпол-
м

i

Фиг. 1. Пространство, перфорированное бесконечным рядом цилиндрических
полостей

няться автоматически в силу свойства обобщенной периодичности реше
ния (5 ). В результате мы приходим к бесконечной системе однородных 
алгебраических уравнений

оо

(8) А пНп' (Р) + / „ '  (р) £  еРА р[ВР-п+  ( - 1 ) рВ -Р-п] = 0
О

( я = 0 ,1, 2 , ;  во—1/2, еР=1 при р^О).
Вводя новые неизвестные ап= А пНп'($), преобразуем данную систему 

к виду
оо

( 9 )  a n + J n  ( Р )  V ,  [ 5 Р _ П + ( — ! ) ' В - р - п ]  = 0  ( г с = 0 , 1 , 2, . . . ) .
Р=о

Так как система (9) принадлежит к классу систем нормального типа [2], 
то она имеет нетривиальное решение лишь в том случае, когда ее опреде
литель равен нулю, т. е.

det||a„p[[=0 ( п, р=0 , 1, 2 , . . . ) ,

(10) а „ „ = 1 + 7 /  (р )— ^ - [ Я 0+ ( —l)"S _ 2n],
Пп (Р)

<*np=/ n'  ( Р)  ■ +  ( - D  :Р 1 О1* * )  •\р)
Элементы определителя а „Р являются функциями неизвестного пара

метра 'f. Поэтому выполнение условия (10) при заданных значениях р 
и б возможно лишь при определенных зпачепиях у9 которые являются
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собственными значениями задачи (1) —(2). Так как det||a«P|| является схо
дящимся, то его корни могут быть определены с нужной степенью точно
сти как корни соответственного определителя конечного порядка.

Итак, сформулированная выше задача свелась к нахождению действи
тельных корней характеристического уравнения (10). При наличии таких

корней в рассматриваемой твердой среде 
будет распространяться в направлении 
оси х  волна типа (3) с затухающей для 
| у | амплитудой. Представляет инте
рес следующее обстоятельство. Определи
тель матрицы ||<х„р|| как функция f  сим
метричен относительно середины интер
вала
(11) р<7<2я/6-р,

Поэтому если корни существуют, то чис
ло их четное или существует один крат
ный корень. В первом случае корни ^  
и ^2, симметрично расположенные относи
тельно точки ^=л /б, связаны соотноше
нием
( 1 2 ) y >+T2 = 2 ji/ 6 .

Во втором случае кратный корень ра
вен я/S.

Для решения вопроса о возможности 
Фиг. 2. Дисперсионные кривые: существования равенства (10) была про- 

1 -  6=3,5; 2 -  3,0; 3 -  2,5 ведена серия вычислений. При этом бес
конечный определитель усекался до чет

вертого порядка, т. е. исследовался определитель det||a„P|| (я, р = 0, 1, 2, 3).. 
Были приняты три значения периода решетки полостей: 6 = 2 ,5 /? ; 3,0/?;
3,5 Я. Волновое число р выбиралось в соответствии со вторым неравен
ством (И ), его значения приведены в таблице. После нахождения корня 
решалась система семи действительных алгебраических уравнений, соот
ветствующая бесконечной системе (9 ), в которой отброшено одно уравне
ние, являющееся действительной частью первого комплексного уравне
ния (гс=0), и положено R ed0= l .  По найденным значениям постоянных ап 
(rc=0, 1, 2, 3) вычислялись смещение (6) и напряжения

dW  dW
— , Tyz= [L — —
дх  ду

во внутренних точках области x=±8R /21 ±6Д/4, 0 и 0 < у< 6 Д , Д у=0,2Я  
для 1/< Я  и Д у=0,5Я  для Д ^ у ^ бЯ . Кроме того, производилась проверка 
выполнения граничного условия (2) в девяти точках контура с координа
тами г/=0,2Д; 0,4 Я; 0,6 Я ; 0,8 Я; 1,0 Я. Результаты вычислений представ
лены в таблице и на фиг. 2—5.

е
а

6

6

2.5 . 3.0 3.5 2.5 3.0 3.5

0,4 0,4023 0,4026 0 ,8 0,8196 0,8406
0,5 0,5031 0,5051 0,5061 0,8861 * — 1,0472*
0 ,6 0,6059 0,6101 0,6132 0,9 0,9363
0,7 0,7107 0,7202 0,7312 1 , 0 1,0772
0,7766 * — — 0,8976 * 1,0567 * 1,2566 *
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Фиг. 3. Распределение смещений и напряжений для 6=2,5: 1 -
х=0\ 2 -  ±6/2; 3 -  ±6/4

Анализ полученных результатов показывает следующее. Дисперсион
ное уравнение (10) для принятых значений параметров р и S в интерва
ле (11) при $<$' имеет два корпя, связанных равенством (12). Критиче
скому значению волнового числа [}* соответствует один кратный корень 
7’ = л /б , а для P’ < jJ< ji/6 в интервале изменения параметра ч (11) опре
делитель (10) в нуль не обращается. Вычисленные значения меньшего 
корпя "ft представлены в таблице, а дисперсионные кривые показаны на 
фиг. 2. Следует отметить, что с увеличением б значение (Г уменьшается. 
Уменьшение [3 приводит к тому, что приближается к (3, а 72 к 2л/6. Это 
эквивалентно стремлению скорости с(1> первой волны к скорости попереч
ных волн с2. Если же то обе эти скорости приближаются к значе-

1

нию с* =  —  Р'бс2.Критическое значение длины волн Я*=26Л, т. е. равно 
п

удвоенному значению периода решетки полостей. При этом длина первой 
волны ^(|)>Я*.

На фиг. 3—5 представлены распределения модулей смещения и напря
жений в рассматриваемой «перфорированной» среде при распространении, 
в ней описанных выше волн *. - -

* Смещепие и напряжения в обеих волнах отличаются лишь фазой.

501



г

Фиг. 4. Распределение смещений и напряжений для 6=3,0: 2—
х = 0 ; 2 -  ±6/2; 3 -  ±6/4

Фиг. 5. Распределение смещений и напряжений для 6—3,5: 1
*= 0 ; 2 -± 6 /2 ; 3 -± 6 /4



Характерная особенность этих распределений та, ?то они симметричны 
относительно оси у= 0 . С уменьшением {} смещение и напряжения убывают 
в направлении у  более медленно. Смещение является монотонно убываю
щей функцией по т/, принимая наибольшее значение на оси Оя. Преобла
дающими напряжениями будут напряжения t ,z, причем максимальное 
значение достигается на контуре в точке у=\.

В заключение отметим, что быстрота сходимости бесконечного опре
делителя (10) проверялась для 6=2,5, р=1,0 и 1,0772. При таких зна
чениях параметров определитель с 1 имел порядок 10~2. Значения 
определителей третьего и четвертого порядков мепыпе 10-8. О точности 
полученных результатов можно судить по точности выполнения краевых 
условий (2 ). Максимальные на границе р= 1  напряжения трг составляют 
около 3% от максимальных напряжений т«.
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