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Предложено использовать метод медленно изменяющихся амплитуд 
для решения задач о распространении волн в периодических слабонеод­
нородных линейных и нелинейных средах. Исследован случаи, когда для 
одной из волн выполняются условия брэгговского отражения.

Нелинейпые взаимодействия в однородных средах без дисперсии ха­
рактеризуются отсутствием избирательности по частоте. Это ведет к труд­
ностям в осуществлении взаимодействия нескольких волн с нужпыми час­
тотами (процессов генерации гармоник, параметрического усиления и т .д .), 
поскольку их энергия быстро перераспределяется по всем возможным 
фурье-компонентам спектра. Нелинейная среда с подходящим законом дис­
персии позволила бы ограничить число взаимодействующих волн, однако 
поиск и создание таких сред сопряжены со значительными трудностями.

Новая для нелинейной акустики возможность реализации избранных 
типов взаимодействия состоит в использовании сред с периодической про­
странственной модуляцией свойств; в них может происходить (в отличие 
от однородных сред) эффективный энергообмен между встречными вол­
нами. В данной работе предлагается использовать модифицированный ме­
тод медленно изменяющихся амплитуд для решения задач о нелинейном 
взаимодействии волн в периодически-неоднородной среде. Метод иллюстри­
рован примером решения линейной задачи обратного рассеяния волн сла- 
бонеоднородпой периодической средой. Он приводит к тем же результатам, 
что и модифицированный метод возмущений, примененный в работе [I ] 
для подобной задачи. Преимущество метода медленно изменяющихся ам­
плитуд состоит в возможности использовании его для решения нелиней­
ных задач, как это показано во второй части работы.

Рассмотрим сначала распространение плоской акустической волны в 
линейной среде с малыми периодическими неоднородностями, размеры 
которых сравнимы с длипоы волны. Представим волну в неоднородной 
среде в виде суммы прямой волны, распространяющейся через среду в по­
ложительном направлении, и обратной, возникающей из-за отражений от 
распределенных в среде неоднородностей:
(1) £ =  [А (х) ехр { — ik x }+ B (x )  exp {ikx}]  exp {io)£}.

Здесь | — смещение частиц среды, х  — координата, А:, со — волновое число 
и частота; А и В — амплитуды прямой и обратной волны, которые могут 
испытывать частые пространственные осцилляции, если размеры неод­
нородностей сравнимы с длиной волны. Чтобы рассчитать медленные из­
менения амплитуд в процессе распространения, определяемые малостью 
глубины модуляции, необходимо произвести усреднение по характерному 
периоду частых осцилляций.
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Распространение волны в неоднородной линейной среде описывается 
уравнением
(2) dzZldx2+ k z[ i+ m F (x )  ]| = 0 ,
где т <  1, a F(x)  — функция, характеризующая распределение неоднород­
ностей.

Если F (х) периодическая функция, то ее можно разложить в ряд 
Фурье:

с о со

« у , Fh„ exp {iknx} +  ^  F -kn exp { —iknx } ,
n* n=i

где kn=2nnld, d — период неоднородностей. Поскольку среда слабонеод- 
нородная, изменение средних значений амплитуд будет незначительным 
на расстояниях, сравнимых с длиной волны (или с периодом неоднородно­
стей). Это позволяет использовать при решении задачи метод медленно из­
меняющихся амплитуд. Подставляя (1) и (3) в (2) и пренебрегая члена­
ми, содержащими вторые производные, получим
(4)

- 2 ike~ikx dA/dx+2ikeihx dB/dx+mk2 [Ae~itix+ B eihx] •

n = t  n = i

Амплитудно-частотная характеристика слоистой периодически-пеоднород- 
ной среды, как известно, представляет собой чередующиеся полосы проз­
рачности и непрозрачности [2 ]. Середина полосы непрозрачности соот­
ветствует зпачепию волнового числа k—k j 2, положение ее не зависит от 
т, а ширина полосы возрастает с ростом т.

Пусть мы имеем некоторую отстройку от цептра полосы .непрозрач­
ности, т. е.
(5) к = к п/2 + Д „
Учитывая соотношение (5), последовательно разделим уравнение (4) на 
exp{ifcr} и ехр{—ikx}, а затем проведем усреднение по пространственному 
периоду частых осцилляций, определяемых неоднородностью структуры. 
В результате получим два уравнения:

2idA/dx—mkF-hnexp{2iAnx }B = 0 y

2idB/dx+mkFjlnex^{—2iAnx }A = 0 .

Нетрудно показать, что эта система при любых значениях отстройки Д„ 
имеет интеграл энергии d(AA*—BB')/dx=0. Дифферепцируя первое урав­
нение (6) по х  и исключая Я, получим уравнение для амплитуды прямой 
волны А. Аналогично получается уравнение для амплитуды обратной вол­
ны В. Решения для А и В  можно записать в виде

A =exj){iA nx}  [С, exp{а„ж }+С2ехр{—а пх}  ],
(7)

Я = ех р {—iAnx} [С3 ехр{аПя }+ С 4 ехр{—а„#} ],

C9=2i{a,n+ iA n)CJmkFkn4 C/= 2 i(iA n—a n)CJmkF_ĥ  

а „= { (т к  | Fhn | /2 )2—Ап2} ъ- *
В полосе непрозрачности а п — действительная величина, определяющая 

затухание волны. В полосе прозрачности, где а п — величина мнимая, она 
является добавкой к волновому числу, определяющей дисперсию фазовой 
скорости.
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Для полубесконечной среды в полосе непрозрачности отбросим в ре­
шении нарастающие члены, положив С»=0, тогда

А = С  2ехр { ( гД п- а „ )  х },
B = 2 i (iA п—<х„) С2ехр { -  (iAn+ a fl) х) lmkFhn.

Учитывая соотношение (8) и граничные условия при £ = 0 , а именно 
А\х=0= А 0у получим \А | =  \В\ = Л 0ехр{—а пх).  Таким образом, в полосе не­
прозрачности устанавливается стоячая волна. Коэффициент отражения от 
такой среды R = 1, т. е. пол у бесконечная неоднородная среда полностью 
отражает падающую волпу, внося некоторый фазовый сдвиг.

Граница полосы непрозрачности определяется соотношением
Д „ гр=т к  I Fhn I /2&ткп | Fkn | /4.

Для ограниченной среды протяженностью L, пользуясь решением (7) 
и задавая граничные условия А  |*=о=0, В  |*-l= 0, определим

(9)

Сг =

А 0 (an—/Дп)ехр {—anL} 
2 iAn sh a „L + a n ch a„L 

Ap (a n—iAn) exp {a nL)
2 iAn sh a nL + a „ ch a nL 

Решение (7) перепишем с учетом (9) в виде

сс„ ch ап (L—x) + iA n sh an (L—x)
A =A,

B = A

a n ch апхЬЛ-1Ап sh a nL 
mkFkn sh a n(L—x)

exp{tAnz},

2 (a„ ch a nL +iA n sh anL ) ‘ ^  ^
Модули амплитуд прямой и обратной волн равны:

\ А \ -А . [
ch2 a„ {L—x) —x n2 11/2

ch2 a  „L—x ] ■
|5|=Л

sh a n(L—x) 
[ch2 a«L—Xn2]'7*

Здесь х „= 2 Д Jmk |Fkn| = Д п/Д пгр. В полосе непрозрачности 0 < х п< 1 . Най­
дем коэффициент отражения R  и коэффициент прозрачности 2 )  для огра­
ниченной неоднородной среды. Они равны:

R
sh anL

А р  I (ch2 Хп2) 7’
_ |  Г l - x n 2 I'fe I

I L ch2a nL - x „ 2 J I

В полосе непрозрачности /?< 1 , так как

\А IX—

sh a nL ^  (ch2 a nL—x„2)'/!. При L -►<»

Зависимость /? от относительной расстройки волнового числа х и приведен­
ной толщипы неоднородного слоя показана на фигуре а, б.

Получеипое для линейной неоднородной среды решение (7) совпада­
ет с результатами работы [1]. Преимуществом метода медлеппо изменяю­
щихся амплитуд по сравнению с модифицированным методом возмущений 
является возможность его использования для решения нелинейных за­
дач; кроме того, метод медлеппо изменяющихся амплитуд применим для 
более широкой области значений Ап: этот метод требует выполнения ус­
ловия тАп<к,  т. е. при 1 величина Д„ может быть порядка k j 2.

Рассмотрим некоторые нелинейные взаимодействия в неоднородной 
среде. Перспективность использования слоистых сред для осуществления 
нелинейных взаимодействий была отмечена в работе [3]. Аналогичные
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задачи для оптических систем с распределенной обратной связью рассмат­
ривались в работе [4].

Уравнение в переменных Лагранжа, описывающее распространение 
упругих волн в пелинейной неоднородной среде, можно получить, исполь-

Зависимость коэффициента отражения R от относительной рас­
стройки волнового числа от центра полосы непрозрачности х=
=ДП/АП гР и приведенной толщины неоднородного слоя LUQ=LknTTt 
(а), зависимость R от приведенной толщины Lnp в центре полосы

непрозрачности (х=0) (б)

зуя уравнение движения, уравнение непрерывности и уравнение состоя­
ния среды (см. [5 ]) .  Эти уравнения имеют вид:

П  , др 
^  dt2 дх Р=Р  i

Предполагается, что в невозмущенной среде может периодически изме­
няться любой из трех независимых параметров: давление ри показатель 
адиабаты плотность среды р,. Пусть

^ 1 = 7 о+ А '( = 7 о( 1 + ? ) ,

Pi==Po+Ap=Po(t+v\), р = р 0+Д р=ро(1+о),
Ро, То, Ро — средние параметры неоднородной среды, г), £, о — соответствен­
но модулирующие функции этих параметров. Используя уравнение состоя­
ния, найдем lnp, и, учитывая, что d (ln p ) —dp/p, определим др/дх. Под­
ставляя в уравнение движения выражения для др/дх и pi, получим сле­
дующее уравнение, справедливое при слабой модуляции параметров:

д'% 1 д2ъ

dt2 Со2(\+ц)  (!+£;) (1—a)
(10) [ д:

дх дх дх‘ +  Ы 1 + £ ) + Ц
д\ д% _
дх2 дх

=  0.

(Здесь с0 — средняя скорость звука в неоднородной среде.)
Рассмотрим среду с постоянным нелинейным параметром е= (Т о+1)/2  

и модулированной скоростью звука с, определяемой соотношением с2=  
= с 02(1+2га cos к0х ) , при 1. В данном случае модуляция скорости опре­
деляется законом изменения плотности среды. Ограничимся случаем гар­
монической модуляции скорости, который для слабопеодпородпой среды оп­
ределяет только одну зону непрозрачности в окрестности волнового числа 
kJ2. Результаты, полученные для гармонической модуляции, можно рас­
пространить па случай произвольной периодической модуляции скорости 
путем разложения модулирующей функции в ряд Фурье аналогично тому, 
как это было сделано в липейпой задаче. От общего уравнения (10) легко



перейти к уравнению, в котором учитывается модуляция скорости и вве­
ден дополнительный член, определяющий диссипацию энергии в среде. 
Оно имеет вид

(И )
д 2£ <92£
— - -  с /  (1+2т  cos к0х ) —  
д г  дх-

- Ъ П
дх2 dt

=  — 2гс02ч
дх дх2

( b — коэффициент, характеризующий диссипацию энергии).
Решение уравнения будем искать в виде

^=Л1+е,(“г-йх)+ 4 1-е,(а,+̂ )+Л2+еи<ы-А*>-ЬЛ2-е1'(“/+Ал)+  к.с.
Рассмотрим случай, когда частоты волн с амплитудами А2+ и А 2-  по­

падают в полосу непрозрачности среды (2&=/с0/2 + Д ). Подставим решение 
в уравнение (И ). Пользуясь описанным выше методом, считая малыми 
число Маха М=А/Х и модуляцию скорости, (т. е. величину т ) ,  и сохраняя 
члены второго порядка малости, приравняем коэффициенты при соответ­
ствующих экспонентах. В результате усреднения по периоду частых ос­
цилляций получим систему укороченных уравнений:

( 12)

dAt+
dx

dAt-
dx

dA2+
dx

dA2-
dx

+ ̂ ^-Ац.—2ек2А 2+А ч  = 0,
2

bk(j)
А {- —2ък2 Лг-А  = 0 ,

гк2
■Ь 2Ьк(йА2+А-1ткА2-е 2,Ах +  Л 1+2= 0,

2
а к2

— 2bk(dA2- —imkA2+e~2iiiX +  ' r ~ A {- 2=0.
£

В среде без диссипации (Ь =0) система уравнений (12) имеет интеграл 
энергии

й(Л 1+Л1+*—Л 1-Л 1_М-4Л2.,.Л24.*—4Л 2- A 2-*)/dx=0.

Первое уравнение системы (12) описывает процесс нелинейного взаимо­
действия волн А 1+ и Л2+.

Рассмотрим усиление волпы Л1+ в поглощающей нелинейной среде в 
результате ее взаимодействия с волной накачки Л2+. Будем искать реше­
ние для волпы Л1+ в заданном поле накачки Л2+= Л 0ехр{—а 2х}  в виде 
Л1+=Л ехр{^5} (а 2 — суммарный коэффициент затухания волпы накачки 
в результате отражения и поглощения). Подставим А 2+ и Ли. в первое 
уравнение системы (12), и, разделяя действительную и мнимую его части, 
получим два уравнения:

dA . Ьык
dx
dS
dx

+ А  —2е/с2Л о ехр {—а2х)  cos (25) А =0,

+  2гк2А 0 ехр {—a2̂ }sin (25) =0.

Второе уравнение позволяет определить значения стационарной фазы 
волны A i+. Соответствующие значения S равны 0 или п/2. Определим из 
первого уравнения коэффициент усиления К , равный:

К А I=Z=expl
2 екгА,

а 2
(1 -е -* * )

Ьоук
х  J .

Коэффициент усиления достигает максимального значения при 
x = l п (4вЛ0/6с0) /а 2. Максимальный коэффициент усиления в рассматривае-
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мом случае ограничен только величиной диссипации, что связано с пре­
небрежением процессами генерации гармоник.

Рассмотрим теперь процесс генерации второй гармоники волной A i+. 
Волновое число волны А 2+ находится в полосе непрозрачности, и при рас­
пространении эта волна отражается, вызывая появление встречной волны 
А 2 Систему уравнений для заданного поля волны A i+(Ai+= A 0, А 2+<^А1+) 
в непоглощающей среде (6 = 0 ) перепишем в виде

о
- ш И е 2 ' 1 1 ---------

2

imkA2+e~2iAx.

Продифференцировав первое уравнение системы и исключив А 2~, по­
лучим

— - ~ -  — 2iA- A ~+ • — (mk)zAii. = —iAek2A0*.
dx ах

dA2+ 
1« —

dx 
dA2-  

dx

Решение уравнения можно записать в виде
Дейг2Л 02

А ^ = е ^ х{С,е^х+С2е-^х) + i
( т к ) 2 »

где cc2=L (m/c)2—Д2] ,/в. 
Найдем теперь А 2~:

7 Г р  - |

А 2— =  г— - ,e lAx C i(iA+az) eatx+ C 2(i&—ce )̂e~aiX +  - ~ * A 2eiAx I. 
mk L 2 J

Учитывая граничные условия Л2+|х=о=0, A z-  |*=,L= 0 , определим коэффи­
циенты С! и С2:

гк2А 2 [2iA (iA—а2)е~агЬ/{тк)2—e~iAL]
С  j ----------------------------------------------------------- -------------------------------------------------------------------------------- -,

4 iA sh a2L + a 2 ch а2Ь

ек2А 02 [2 iA (iA +a2)e ^ / {m k )2- e - iAL] 
4 iA sh a2L + a 2 ch a 2L

Для центра полосы непрозрачности (Д =0) решение можно записать 
следующим образом:

(13) а 2+ =
ekA0z sh ткх

1 г -

2т ch mkL
A r -=  i

ъкА02 
2т ( ch ткх

Vch mkL /

Решение (13) справедливо для таких значений L, при которых 
A 2+\cĉ l< A 0. Как следует из решения, волна А 2+ нарастает до некоторого 
значения, равного гкА02/2т, которое тем больше, чем меньше глубина 
модуляции, характеризуемая параметром т. В пределе для однородной 
среды (т->-0) амплитуда второй гармоники нарастает неограниченно, как 
и следует ожидать для заданного поля накачки. Параметр модуляции ог­
раничивает рост второй гармоники.

В заключение отметим, что изложенный в данной работе подход мо­
жет быть эффективно использован для широкого класса задач о распро­
странении акустических волн в неоднородных средах. На практике до­
вольно сложно получить аналитические результаты при решении нелиней­
ных или статистических задач обычными методами. По замыслу авторов, 
данная работа должна в первую очередь иллюстрировать возможности ме­
тода. Вместе с тем представляет самостоятельный интерес и решение двух 
рассмотренных нелинейных задач: полученные уравнения допускают их 
более полное и глубокое исследование.
4 Акустический журнал, JS* 4 561
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