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ЖИДКОСТЬЮ, СИЛАМИ, ЗАДАННЫМИ НА ЕЕ ПОВЕРХНОСТИ

В. Н . М еркулов, В . Ю. П р и ходьк о , В. В .Т ю т ек и п

Методом Фурье решена задача о возбуждении цнлипдрической за
полненной жидкостью оболочки произвольно ориентированной точеч
ной силой, действующей на поверхность оболочки. Решение представле
но в виде ряда но нормальным волнам. Произведен численный расчет 
амплитуд возбужденных нормальных волн в зависимости от частоты 
при возбуждении точечной силой, направленной вдоль оси оболочки, 
и силой, нормальной к ее поверхности.

Тонкостенную цилиндрическую оболочку, заполненную жидкостью, 
можно рассматривать как волновод со сложными граничными условиями. 
Такой волновод имеет ряд специфических свойств, нс проявляющихся в 
обычных акустических волноводах. К этим свойствам можно отнести на
личие комплексных волновых чисел нормальных воли, неортогональность 
собственных функций, некоторые особенности дисперсии и возбуждения 
нормальных воли [1 ]. Эти свойства характерны для широкого класса 
твердых волноводов и их систематические исследования начаты недавно 
[ 2 - 5 ] .  ^

В работе [ I ] были исследованы некоторые вопросы дисперсии и рас
пространения нормальных волн в упругой оболочке, заполненной жид
костью. Ниже рассматривается задача о возбуждении упругой оболочки, 
заполненной жидкостью, силами, приложенными к поверхности оболочки.

Рассмотрим бесконечную цилиндрическую упругую оболочку, запол
ненную жидкостью с плотностью р/. Выберем цилиндрическую систему 
координат (z, ф, г) так, чтобы продольная ось оболочки совпадала с осью 
z и обозначим (z', <р', а) точку приложения сосредоточенной силы F =  
=  F2, F3).  Здесь индексы у=1, 2, 3 обозначают компоненты силы по
ортам осей z, ф, г соответственно.

В качестве уравнений движения оболочки можно взять уравнения 
Кен нарда [0 ]. Тогда вектор-функция смещений оболочки и = (щ  v , w) и 
звуковое давление р в жидкости будут удовлетворять следующей системе 
уравнений (зависимость от времени ехр(—m i)  везде опускается):
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Здесь ft — радиус оболочки, ft —толщина стенки оболочки, v — коэффи
циент Пуассона, р — плотность материала, Е — модуль Юнга, кр=м/ср, 
сР — скорость продольных ноли в пластине из материала оболочки, с, — 
скорость звука в жидкости, б — дельта-функция Дирака,
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На границе жидкости с оболочкой выполняется краевое условие 
др

= —р/СО w ,
дг г=а

означающее равенство нормальных колебательных скоростей оболочки и 
жидкости [7].

Для нахождения решения задачи (1), (2), удовлетворяющего условиям 
погашаемое™ на бесконечности, применим преобразование Фурье но ко
ординате z к системе уравнений (1) и краевому условию (2). В результа
те для фурье-трансформанты звукового давления р получаем двумерную 
обобщенную неоднородную краевую задачу для однородного уравнения 
Гельмгольца

(3)
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с краевыми условиями, выраженными в виде неоднородной системы обык
новенных дифференциальных уравнений, связывающих трансфер,манты 
Фурье компонент смещения ft, v, w и значения р  и др/дг на границе жид
кости с оболочкой:

'I —V д 2ft 1 “bv dv
(Й2- а 2) u + , ^ - ~ + i a  L Z ^ + i a v w ^ F J  (<р-Ф' ) ,

. H-v дй
ia  ------- --------т

2 Зф2 2 д у  

, 1 - v
2 dip

( й 2- а )  V +  ™  
/ д(о

d2v дю
* Т" -----  I

(4)

ft2v /  d3ft; 3 ®  у  
8ft2 (1 -v )  l ^ 3 5 ^ /  =

Зф2 дер

^ 2 б (ф -ф ') ,

+  (ЙЧ-1) Я5+ — ■ f  . 
dip 24a2 (1—v) [ 2 ( l - v ) ( a 4- 2 a !

3 ffi 
5 ^

I q ?
)  +  +  (2+ v) ® J (ф-ф ') +!fp (z, ф, a) e~<kx',

d p

д г  I r=a
= —p/«B w.

Здесь P( --\Fi exp ( —ilcz'), a = k a , Q—aa/cp. Решение краевой задачи (3,4) 
будем искать в виде
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оо
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где / п — функции Бесселя порядка п. Подставляя выражения (Г)) и систе
му уравнений (4) п используя представление дельта-функции

б (ф -ф , ) =  (2 л )" ' ^ \ х р [г п (ф -ф ')  ], мы получаем систему четырех
п =  —  ОО

алгебраических уравнений для определения неизвестных рп, Un, Vn, W n:
A linUn+AA2nVn+ A l3nW n= F i, A2\nUn+ A 22nVn+ A 23 n W = F 2,
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Решая систему уравнений (6) ы подставляя неизвестные коэффициен
ты в выражения (5 ), при помощи обратного преобразования Фурье мож
но найти звуковое давление в жидкости и смещения оболочки. Например, 
радиальные смещения оболочки w ы звуковое давление в жидкости Р  
имеют вид:
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"“>1 12п), Д (*  п т  )=det||i4lin|| — дисперсиоппое выражение для пустой оболоч-
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ки, | (4„m) =  [ к„„,а7,/(xnma) + y ( A ttnA22n—A ?2п)р/©2а /„ (x „ma) Д ! (/c„m) ]  -
дисперсионпое выражение для нормальных волн в оболочке, заполненной 
жидкостью, R  — множество корней уравнения s(ftnm)=0, удовлетворяю
щих условиям излучения на бесконечности.

Выражение для смещений го в пустой оболочке, совпадающее с резуль
татами работы [8 ], можно получить из системы уравнений (6 ), полагая, 
что плотность жидкости р/ стремится к пулю. В результате получаем

*
у 1, YWnm F exp [ in ( ф - с р ' )  +iknm I z—z' I ] ,
i- 1

где ~0>Wnmf> -  (■ m - \
ЗД
dk k=k

 ̂ / j ,  Я  — множество корней кпт уравнения
п т

(leti|̂ U3*n|l= 0, удовлетворяющих условиям погашаемости при z -+ ± 0.
Смещения оболочки и ,, создаваемые распределенными по ограничен

ной части S / оболочки поверхностными силами f(z, ф) =  (A(z, ф), / 2(г, ф), 
/з (z, ф)), можно представить при помощи динамического тензора Грина 
Г(г, (р, z', ф') в виде

< Ю) u , « J J  Г (г, ф. а', Ф' ) f (г '. Ф')
Sf

Вектор-столбцы Гл=  (Г,*, Гг*, Гзл) матрицы Г—||Г<Л|[, i, к = 1, 2, 3, описы
вают смещения оболочки, создаваемые единичной сосредоточенной в точ
ке (z\ ф', а) силой, направленной по соответствующему орту системы ко
ординат (по z, ф, г соответственно). Например, вектор Г, =  (ГП, Г|2, Г13) 
удовлетворяет системе уравнений (1), если в правой части этой системы 
положить F i = l ,  /'■ 2 = ^ = 0 , т.е. Г, описывает смещения оболочки под дей
ствием продольной силы. Если в правой части ( I) положить F2= F i= 0 , F3=  
= 1 , то, решая соответствующую систему уравнений, найдем вектор Г3.

Отметим следующее свойство тензора Грина:

<11) r.(z, ср, z', ср') = T ( z ',  <р', z, ср),

где матрица Т  получается из матрицы Г перестановкой строк и столбцов, 
точек (z, ф) и (z', ф '). Формула (И ) может быть выведена из принципа 
взаимности в акустике [9 ].

Таким образом, компоненты тензора Грина ГЛ находятся как частные 
случаи решенной выше задачи (1), (2), что позволяет представить смеще
ния оболочки, создаваемые произвольной системой поверхностных сил, 
в виде квадратур (10).

Рассмотрим результаты численного расчета фазовых скоростей, ампли
туд радиальных смещений и давления в жидкости в распространяющихся 
волнах в стальной оболочке с параметрами р=7,8 г/см\ й/а=0,075, ср=  
=5200 м/сек, заполненной водой с р /=1 г/см\ С/=1500 м/сек.

На фиг. 1 представлены фазовые скорости с00, Coi, Сц в оболочке с жид
костью (кривые i ,  2 и 3  соответственно) и фазовые скорости с0*, си (кри
вые 4 и 5) в той же оболочке без жидкости в диапазоне частот 0< Q < 4 .

В осесимметричном случае гг=0 в оболочке с жидкостью при рас
пространяются две волны: «жидкостная» (0 ,0) и «оболочечная» (0 ,1 ) со 
скоростями Соо и Coi соответственно. При Q~0,8 наступает резонанс обо
лочки как кольца. Податливость стенки оболочки возрастает, и скорость 
«жидкостной» волпы имеет минимум. При дальнейшем росте частоты ско
рость Соо приближается к скорости изгибных волн с„3г (кривая 6’) в пло
ской пластиде с толщиной, равной толщине оболочки. При Й >1 Л00= с 00/со 
меньше радиуса а} и кривизна оболочки мало влияет на распространение
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полны. В этом случае диижепие жидкости сосредоточено у поверхности 
оболочки и присоединенная масса жидкости оказывается малой [1].

При Ж 1  «оболочечная» волна (0, 1) имеет скорость с0,, близкую к 
скорости продольных волн в безграничной плоской пластине ср. При коль
цевом резонансе «оболочечная» волна (0, 1) становится связанной в основ
ном с жидкостью; ее скорость с0! при дальнейшем росте частоты прибли
жается к скорости волн в жидкости с,.

В пустой оболочке при Q<1 существует лишь одна распространяю
щаяся волна (0, 1) (кривая 4) со скоростью близкой к сР. При коль
цевом резонансе деформации в этой волне переходят из преимущественно 
продольных в преимущественно изгибные деформации оболочки как пла
стины. При Q>1,4 скорость с01 близка к с„лг.

В случае неосесимметричных воли с п= 1 при 0,<1  в оболочке с жид
костью существует одна распространяющаяся волна (1, 1) со скоростью 
с,(Ь обусловленная изгибом оболочки как балки. На начальном участке 
0^12<0,2 скорость сп (кривая 3) растет, затем с уменьшением длины вол
ны происходит переход от деформаций оболочки в целом к локальным де
формациям на расстояниях порядка радиуса оболочки а и скорость с,, 
уменьшается. При Й >1,2 скорость с,, близка к с„ЗР. Наличие жидкости на 
низких частотах снижает с,, по сравнению с пустой оболочкой. При £2>1,2 
влияние жидкости мало, так как движется топкий слой жидкости около 
оболочки. Изгибная волна в пустой оболочке (1, 1) имеет скорость с,, 
(кривая 5), превышающую с,, при Q <1 для оболочки с жидкостью. При 
£2>1,5 отличие с „  от с „  незначительно.

На фиг. 2 представлены графики зависимости от частоты безразмерных 
амплитуд радиальных смещений оболочки Wnh при возбуждении оболоч
ки продольной силой. По оси ординат в логарифмическом масштабе отло

жены амплитуды Woo\ (кривые 7, 2) для оболочки с жидкостью и
(кривая 3) для пустой оболочки.

Все зависимости имеют максимум в диапазоне частот 0,8<£2<1, соот

ветствующем кольцевому резонансу. Убывание амплитуд и го ^  при
Я > 1  объясняется тем, что движение в волне (0 ,0 ) и в волне (0, 1) пустой 
оболочки связано с изгибом оболочки как пластины (см. фиг. 1). Амнлиту-

Фиг. 1. Зависимости скоростей нормаль
ных волн в цилиндрической оболочке

от частоты

Фиг. 2. Зависимости от частоты ампли
туд радиальных смещении в оболочке 

при продольном возбуждении
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ды волн, связанных с изгибом, уменьшаются из-за возрастания с частотой 
изгибной жесткости.

Убывание амплитуды w !a в «оболочечной» волне (0 ,1 ) при Й >1 свя
зано с увеличением инерционности оболочки при росте частоты. Лмплиту-

(1) (1) _ (1 ) г»ды wоо ,w 01 ,w oi имеют копечпое ненулевое' значение при L2-*-U, что
объясняется пуассоновским преобразованием продольного растяжения 
по z в поперечное сжатие по г в оболочке, как в пластине.

Рассмотрим случай возбуждения оболочки радиальной силой. На фиг. 3 
по оси ординат отложены безразмерные амплитуды радиального смеще-

(3) (3) (3)
ПИЯ W00 ? Wol 1 ^01 (кривые I, 2, 3 ), а также величины, пропорциональ-

ш (з)
пт *

р Ш
гпт

Фиг. 3. Зависимости от частоты амплп- Фиг. А. Зависимости амплитуд радиалт,- 
туд радиальных смещений и амплитуд ных смещений и звукового давления 
давления у стенки оболочки при ради- в балочных модах от частоты

альном возбуждении

ные звуковому давлению в жидкости у стенки оболочки Р ™  и Р0\3) (кри
вые 4 и 5), онределяемые так:

0) (?)
(^2) Рпт Ртп Jп{у*пт&) (сМ. (8 )).

При Q>0,8 все зависимости амплитуд радиальных смещений Ww\
<3> ~<3> (1) (О _  (О

0̂1 , w0l аналогичны зависимостям амплитуд w00 , w0{ , w0l при про
дольном возбуждении (см. фиг. 2, кривые 1—3). Амплитуды смещений при 
радиальпом возбуждении в среднем на порядок превышают соответствую
щие амплитуды при продольном возбуждении.

Амплитуда давления у стенки Рою в «жидкостной» волне (0, 0)
в среднем более чем на порядок превышает давление у стенки Р (?  в «обо
лочечной» волне (0 ,1 ).

На фиг. 4 представлены зависимости от частоты амплитуд радиаль
ного смещения и давления в жидкости у стенки оболочки в изгибныхвол-
нах Г М ) ,  (1 ,1 ) в пустой и заполпепной жидкостью оболочке (см. фиг. 1, 
кривые 5 и 3 ).

Амплитуда давления у  стенки Р\ц (кривая i ) ,  определенная согласно 
формуле (12), во всем диапазоне частот почти равна амплитуде давления 
у стенки Р оо в осесимметричной волне (0 ,0) (см. фиг. 3, кривая 4).
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Амплитуды радиального смещения при возбуждении радиальной си

лой Wii\ ю{[3) (кривые 2, 3) в среднем на порядок превышают соответ

ственные амплитуды при возбуждении продольной силой гйп\] Шн^кри-
вые 4У 5). При одинаковой ориентации возбуждающей силы амплитуды 
смещений в оболочке с жидкостью, как правило, меньше амплитуд сме
щений в пустой оболочке из-за наличия присоединенной массы жидкости.
~  О) _  (3) (О _  (ОВсе амплитуды wn ,w ii} wn ,w n имеют максимумы в диапазоне ча
стот 0 ,8<Q <1, соответствующем кольцевому резонансу.

Если а  удовлетворяет дисперсионному уравнению £(а, £2)=0, а так
же условию

2

то амплитуда w\\ равна нулю при Й~0,45, что следует из формул для 
амплитуд нормальных волн (7) и (8). Если к удовлетворяет дисперсион
ному уравнению для пустой оболочки Д (ft, Q) = 0 , и а = к а  удовлетворяет
условию (13), то амплитуда wn  равна нулю при Q~0,74, что следует из 
формул для амплитуд нормальных волн в пустой оболочке (9).

При Й->-0 все амплитуды радиальных смещений возрастают как 1/Q. 
Физически эту особеппость амплитуд смещепия можно объяснить неогра
ниченным возрастанием прогиба бесконечной свободной оболочки как 
балки при действии на нее статической силы. В случае конечной оболоч
ки с закрепленными краями неограниченного роста изгибных деформаций 
пет.

Математическое объяснение такого поведения амплитуд изгибных 
волн приведете в работе [1].  Для изгибных волн с п=1  точка £2=0, к= 0 
является критической точкой дисперсионной кривой, где д£2/д&=0. В кри
тической точке амплитуда нормальной волны имеет особенность вида 
(йкрит—£2)“ 1. В данном случае £21фИТ= 0 , и амплитуды смещений в изгиб
ных волнах имеют особенность при £2=0.
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