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РАСЧЕТ КОЛЬЦЕВЫХ КОНЦЕНТРАТОРОВ РАДИАЛЬНЫХ

Разработан метод расчета кольцепых концентраторов радиальных ко­
лебаний с изменяющейся по радиусу толщиной путем ступенчатой 
аппроксимации кривой, описывающей изменение толщины. Проведен 
сравнительный анализ концентраторов, толщина которых изменяется по 
линейному, экспоненциальному, катеноидальному и ступепчатому за­
конам.

В последнее время все более широкое применение в ультразвуковой 
технике находят колебательные системы, основанные на использовании 
радиальных колебаний дисков и колец [1, 2]. Для таких колебательных 
систем, как и для стержневых, можно применять резонансные концентра­
торы, усиливающие амплитуду колебаний. Расчет простейших концентра­
торов колебаний — концентраторов с липейпой и ступенчатой зависимостью 
толщины от радиуса — приведен в работе [3].

По аналогии со стержневыми колебательными системами представляет 
интерес расчет кольцевых колебательных систем, толщина которых изме­
няется в зависимости от радиуса по различным законам: линейному, экс­
поненциальному и катеноидальному.

На фиг. 1 приведено осевое сечение кольца с внутренним радиусом г<> 
и внешним гт, толщина которого h убывает но радиусу. Кольцо с плавно 
изменяющейся по радиусу толщиной аппроксимировано серией колец по­
стоянной толщины, ограниченных цилиндрическими поверхностями с ра­
диусами и, ?*<+1 и с площадями соответственно Si+l, причем

где 6 = ( г 1П—г0)/т, т — число колец постоянной толщины, на которые раз­
бивается кольцо переменной по радиусу толщины, i = 1, 2, 3 , . — целое 
число.

Кольцо возбуждается заданным па поверхности радиуса г0 смещением 
с амплитудой £(г0) ,  создаваемым активным преобразователем колебаний.

.Уравнение распределения амплитуд радиальных смещений £(г) и меха­
нических напряжений о (г) в ограниченной радиусами и ri+i части 
кольца можно записать в виде [3]

КОЛЕБАНИЙ

1Г. Е. В а с и л ь е в ,  И . А . С а в и ц п а с

(1) &=2л (го+гб) hi,

(2) Ь . т ( г ) - А М к г ) + В ^ ( к г ) ,

(3) о<, ,+1 (г) = А {М(1 (кг) +BiN0i(kr) ,
где

(4)
кг

(5)
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Фиг. 1. Кольцевой концентратор с изменяющейся по радиусу то;| и» г-1юй

A fii  — постоянные интегрирования; /с=со/ср — волновое число; ср — ско­
рость распространения цилиндрической звуковой волны; со — круговая час­
тота; р, Е, v  — плотность, модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала 
кольца соответственно; / 0) У0 — функции Бесселя первого и второго рода 
нулевого порядка; ] и Y{ — функции Бесселя первого и второго рода пер­
вого порядка.

Если предположить, что цилиндрические поверхности кольца, описы­
ваемые радиусами ?*0 и гт , свободны, граничные условия можно записать в 
следующем виде:
(6) а01(г0)= 0 ,

(7) |<-1. г{ъ)  ==£i, f+i (г0»
( 8 )  i(ri)  = = r ,fe l+ 1Oi, t+l (r< )  ,

( 9 )  O n i — 1 ,  771 ( r m )  —  0 .

Ha основе уравнений (2) —(9) составляется определитель, приравнива­
нием нулю которого можно получить уравнение собственных частот 
кольца:
(10)

М 01 ( k r 0)  N o t  (к г 0) . . . 0  0 0 0 . . . 0  0

0 0 ------Тг  (к г . )  Y ,  ( к г . )  Л  ( к г . )  Y 1 ( к г . )  . . .  0 0
0 0 . . . р . м 01 ( к г . )  p . N 0l ( к г . )  Л/01 ( к г { ) N ot (кг{) . . .  0 0

0 0 0 0 0 0 . . • М 01  (krm) N01 ( к г т )

здесь — коэффициент площади, вычисленный па стыке цилин­
дрических поверхностей при радиусе г,-.

Уравнение частот позволяет найти резонансный радиус гт кольца на 
заданной частоте при известном значении г0 и заданном характере изме­
нения толщины кольца. После этого нетрудно найти постоянные интегри­
рования А { и В {, распределения амплитуд смещений и напряжений по ра­
диусу кольца и вычислить коэффициент усиления амплитуд радиальных 
смещений 1 (г™) /\ (г0) .
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Проведем расчет кольцевых 
концентраторов, толщина кото­
рых изменяется по линейному, 
экспоненциальному, катенон- 
дальному и ступенчатому за­
конам.

Па фиг. 1 выделим четырех­
угольник ABCD и AB'C'D. Мож­
но подобрать такую высоту At+i, 
соот в етствующую радиус у г,,,, 
чтобы площадь четырехуголь­
ника AB'C'D была бы равной 
площади четырехугольника 
ABCD. При этом

t 6 — го

(11) p i=  j  h(r)dr j
I(f—1)6—r0l

j  j  h (r) dr.
it>—r0

Для удобства расчета в 
габл. 1 сведены выражения, опи­
сывающие законы изменения 
толщины, волновые коэффици­
енты, безразмерные резонансные 
радиусы и коэффициент!,1 пло­
щади для широко применяемых 
кольцевых концентраторов ра­
ди ал ьны х ко л ебани й. За мети м, 
что по упомянутому выше ме­
тоду можно рассчитать кольце­
вые концентраторы с любым за­
коном изменения толщины в за­
висимости от радиуса.

Па фиг. 2, 3 представлены 
зависимости волновой резонанс­
ной ширины к(гт—Го), положе­
ния окружностей нулевых сме­
щений /с (/'то—г0) и коэффициен­
тов усиления амплитуд смеще­
ний К  кольцевых концентрато­
ров от коэффициента площади
р. Из графиков видно, что ана­
логично стержневым концен­
траторам изменение перепада 
толщины в большей степени 
сказывается на резонансных раз­
мерах концентраторов с экспо­
ненциальным и катеноидальным 
законом изменения толщины, 
и в меньшей — на концентрато­
рах с линейным и ступенчатым 
изменением толщины. Резонанс­
ные размеры концентраторов не­
значительно зависят от направ­
ления изменения их толщины. 
Как и следовало ожидать, но



Фиг. 2 Фиг. 3
Фиг. 2. Зависимости резонансной ширины к(гт-г 0) (верхняя группа кривых) и по­
ложении окружностей узловых смещений к(гт0-г 0) (нижняя группа кривых) от ко­
эффициента площади р концентраторов со ступенчатым (/), катеноидальпым (2), 
экспоненциальным (<?) и линейным (4) изменением толщины в зависимости от ра 
диуса; номера кривых с индексом а -  дли концентраторов с возрастающей по радиу­
су толщиной, с индексом б -  для концентраторов с убывающей но радиусу толщи­

ной; кг0= 3
Фиг. 3. Зависимости коэффициента усиления амплитуд смещений К от коэффициен­
та площади р для концентраторов со ступенчатым (/), катеноидальпым (2), экспо­
ненциальным (3) и линейным (4) изменением толщины в зависимости от радиуса; 
индекс а -  для концентраторов с возрастающей по радиусу толщиной, 0 -  с убываю­

щей по радиусу толщиной; кг0= 3

сравнению с кольцом постоянного сечения положение окружностей уз­
ловых смещений у концентраторов, толщина которых возрастает но радиу­
су, сдвинуто ближе к внешней граничной поверхности, а у колец с убы­
вающей толщиной — ближе к внутренней.

Коэффициент усиления амплитуд смещений у кольцевых концентра­
торов с возрастающей по радиусу толщиной значительно превышает ко­
эффициент усиления у колец с убывающе)! толщиной. Максимальным ко­
эффициентом усиления при заданном коэффициенте площади обладают 
ступенчатые кольцевые концентраторы; этот коэффициент уменьшается у 
концентраторов с катеноидальпым законом изменения толщины, еще мень­
ше он у экспоненциальных концентраторов и у концентраторов с линей­
ным изменением толщины.

Расчеты показали также, что резонансная ширина концентраторов 
уменьшается с возрастанием радиуса их внутреннего отверстия и устанав­
ливается постоянной при кго>2; положение окружности узловых смеще­
ний концентраторов также зависит от радиуса их внутреннего отверстия 
и устанавливается постоянным при кг0>2.

Точность расчета проверялась методом сравнения данных для волно­
вых размеров кольцевого концентратора с линейно возрастающей по ра­
диусу толщиной, полученных методом ступенчатой аппроксимации кри­
вой изменения толщины и с помощью аналитического выражения, приве­
денного в работе [3]. В табл. 2 показана зависимость точности расчета 
концентраторов предлагаемым методом от количества ступенек при ап­
проксимации кривой изменения толщины.
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Т а б л и ц а  2

Количество ступенек 5 10 20 40

Точность расчета, % 1 7 1 I 0,15 0,08

Так как экспериментальные данные отличаются от расчетных на 
0,5—1% [3 ], нет смысла вводить при расчете число ступенек более чем 'U.
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