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Теоретически исследованы особенности рассеяния звука на импе- 
дансных цилиндрах больших волновых размеров. Волны, образующие 
дифракционное поле, выделяются путем использования преобразования 
Ватсона. Приведены расчеты, выполненные с использованием представ­
ления Дебая для цилиндрических функций.

При исследовании рассеяния звука цилиндрами с произвольным импе- 
дапсом решение получается в виде системы цилиндрических волн. Чем 
больше волновые размеры цилиндров, тем большее число волн необходи­
мо учитывать для получения необходимой точности расчета. В результа­
те для цилиндров больших размеров получить результат становится за­
труднительно нередко даже с помощью ЭВМ. Кроме того, такое решение 
лишено наглядности, не позволяет оценить вклад всех волн, образующих 
дифракционное поле цилиндра, а также перейти при необходимости от 
точного решения к приближенному. Воспользуемся результатами, полу­
ченными в работе 11]. Тогда поле в пространстве при наличии импеданс- 
ного цилиндра будет
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к — волновое число, г — расстояние от оси цилиндра до точки наблюдения, 
ф — угол к точке наблюдения относительно направления на источник, 
а радиус цилиндра, Z — его импеданс, рС — волновое сопротивление 
окружающей среды, z — координатная ось, совпадающая по направлению 
с образующей цилиндра, а  — угол падения плоской звуковой волны отно­
сительно нормали к оси z, J n(x) и Нп(х) — функции Бесселя и Ханкеля 
первого рода. Временной множитель exp (—iof) здесь опускается. Первый 
член в квадратпых скобках описывает падающую волну, второй — рас­
сеянную цилиндром.

Воспользуемся, согласно Ватсону, представлением суммы в виде ин­
теграла действительной оси комплексной плоскости параметра суммиро­
вания [2]. Тогда

, i h i  e ln  а

(2) Р =
2 i J e _<v(Sn/2-4f)

[/,(fefl) — S&v(x)Hv(hR) ]------------- dv.
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Контур C0 показан на фиг. 1. Справедливость преобразования (2) лег­
ко проверить, используя вычеты в полюсах его подынтегрального выраже-
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Фиг. 1. Положение контура С о на комплексной плоскости v
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Фиг. 2. Области, на которые разбивается верхняя полуплоскость
v для исследования полюсов х)

ни я. В нижнем контуре С0 произведем замену v = —v. Тогда после преоб­
разований получим

Здесь принято во внимание, что j& -v(x )= is in v n e ~ i',n+si'v(x)e~i2'’*. Контур 
интегрирования С показан на фиг. 2.

Применимость леммы Жордана к этому контуру демонстрируется сле­
дующим образом:

при |*v|-*-oo цилиндрические функции слабо зависят от аргумента и в чис­
лителе здесь можно использовать вронскианы соответственных функций. 
Отсюда следует, что с увеличением v числитель растет по крайней мере 
не быстрее exp (lnv), в то время как во всей верхней полуплоскости зна­
менатель увеличивается как exp (v ln v ). При этом подынтегральное вы­
ражение (3) всюду убывает на бесконечности в верхней полуплоскости v 
и лемма Жордана выполняется.

Учитывая, что lm v > 0 , интеграл (3) по первой экспоненте в озвучен­
ной зопе цилиндра, т, е. при с р < з х /2 ,  при вычислении его по вычетам 
в полюсах чй£у(х) оказывается расходящимся. Чтобы выделить член, внося­
щий особенность в решение, произведем замену

(3) Р  = ------J  [ J y{ k R ) - A v( x ) H A k R )  ] [«-•*•-«-*>+

J , ( k R ) - ^ ( x ) H v(kR) =

J y(kR) (ж) -  Jv(ж)Hv(kR ) -  iZ„[/„ (kR )fIy' (ж) -  (ж)//v(IcR) ]
H y (x )-tZ 0HV (x)

(4) ‘ (sin vn) “ 1 = —2iVv*+ e '2v"/sin vn.
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Тогда Р = Р 9+ Р и где

Р о = —ет  *'п e J  [ /v( f c / i ) - ^ v(;r)//v(A;/?) ]elv,’ - ‘/2)dv,
С

(5)
Л = - г е ’* ' sl” « J  [ Jv(kR) -  s t*(x )H v(kR) )е*vn/ 2

cos vcp
s m v j i

dv.

Воспользуемся асимптотическими представлениями Дебая для цилиндри­
ческих функций при больших значениях аргумента. Тогда для областей, 
показанных на фиг. 2  [2 ]:

Я  v (х)

(6)

— Qe~i<5(&  в области I;
 ̂ 2iQ sin.or (x) в области II;

Qe^(x) в остальных областях;

{ Q coso(x) для областей III и V; 
Q/2eiaW в других случаях,

где Q =y 2 ln (x2—v2)~'/i; а(х ) =У х2—v2—varccos (v/x) — я/4. Здесь использу­
ются главные значения arccos (v/x).

Ветви а (я) выбираются из следующих соображений:

Re [го(я) ] < 0  в области I,
Re [го(я) ] —0 в области II,
Re [ia(:r) ] > 0  в других областях.

Из выражений (6 ) следует, что область II является областью нулей 
функции Ханкеля и се производных, а области III и V — областями ну­
лей функции Бесселя и ее производных. В областях IV и VI функции 
Бесселя и Ханкеля пропорциональны друг другу» поэтому stv(x) здесь не 
имеет полюсов. В области I функция столь мала, что вклад ее воз­
можных полюсов здесь будет весьма незначителен. В  областях III и V 
имеем

(7) Ж ( х ) ^
cos о (х) +  iZ0o' (я) sin о (х) io(x)

1 +ZoO' (х)

Возможные полюса s/-v(x) здесь определяются равенством

xpC+Z cos а^хг—v2= 0 .
% •

Такое равенство не может быть выполнено всюду вблизи реальной осп v 
(c o sa > 0 ), поэтому &1Лх) не имеет каких-либо особенностей в областях 
III и V. Для области II находим

(8 ) s£v(x) ^
eio<x)[ l+ Z 0o '(x )]

4i [ sin о (я) — iZ0o' (x) cos a (ж) ] 
Полюса vF определяются равенством 
(9) s in aF(ж)— iZoOy'(x) cosaF(# )= 0 .

Это равенство выполнимо. В результате мы получаем

c o s  V F (p
(Ю)

V 2  kll
,|Л{Л + 2 sin

—J  arccos (vF/x) sin v f k

Здесь P показывает порядковый номер полюса vF на комплексной плоско­
сти т, начипая от точки v = x . Для вычисления Р0 воспользуемся выраже­
нием (5). Разобьем его на два интеграла и воспользуемся для их вычис-
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Фиг. 3. Расчетные круговые характеристики акустического по­
ля импеданспых цилиндров: 1 -  х =50, Z0= 5 ,0; 2 -  х=20, Z0=  
=5,0; 3 - х = 20, Z0=0,2; 4 -  х = 20, Zn=0; 5 - s = 2 0 ,  Z0=1,0; 6“-

о;=20, Z„=l,2

леиия методом перевала. Выражение .5^.(я) преобразуем следующим об­
разом:

^  ы -  1  +  1  A- Z‘q,(a;) c-«»w 
^ v ( x ) _  2  2  1 +  Z 0o ' ( a : )

Интеграл (5) по первому из этих слагаемых равен нулю, точки перевала 
определяются равенствами

Voi—rrsinq); v02—х  sin <р/2. 

Отсюда окончательно получаем

р  _  g i h { R  с о з  ф + z  s i n  а )
~|/ х  соз ф/2 gjfc(n+I <1п а) 1 -  Z . cos ф/2 х

< 1 1 )
2W? 1 +  Z0 cos ср/2

N̂ g-21* с09 ф/2 _ У
аэ

Ш
2 W?

►»*<я+z s I d  а )
cos v*®

arc cos vp/ar-sin vFnF— 1

k R > x .
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Проанализируем полученное решение. Первое слагаемое описывает 
падающую плоскую волну в точке наблюдения, характеризуемой коорди­
натами г, z, а  и <р. Общий для всех последующих слагаемых сомножитель 
exp [ifc (/f+zsin a) ] показывает набег фаз рассеиваемых цилиндрических 
волн (отсутствует характерная для плоской волны зависимость от угла ф). 
Выражение

1 — 2 0 с о зф /2 _  pC/cos a-cos ф/2 — Z 
i  +  Z0 cos ф/2 pC/cos a-cos ф/2 +  Z

представляет собой коэффициент отражения звука на границе поверхно­
сти, характеризуемой локальным импедансом в точке зеркального отраже­
ния на цилиндре. Таким образом, второе слагаемое описывает волну, 
зеркально отраженную импеданспым цилиндром. Третье слагаемое в фор­
муле ( 1 1 ) характеризует волны, которые огибают цилиндр по часовой и 
против часовой стрелки, излучаясь в окружающую среду. Эти волны по­
добны волнам Франца,'появляющимся при дифракции звука па упругих 
цилиндрах; их параметры зависят от величины импеданса цилиндров и 
от угла падения звука а . Учитывая, что Vp является комплексным волно­
вым числом для волн Франца, амплитуда последних определяется сте­
пенью замедления их скорости по сравнению со скоростью волн, свободно 
распространяющихся в среде. В случае абсолютно жесткого цилиндра 
|Z0|-*-oo положение полюсов vF определяется равенством cos aF (я) = 0 , 
а для мягкого sin oF(х) = 0 , что совпадает с полученным ранее [ 2 ] усло­
вием определения vF для частного случая а = 0 .  Результат (11) совпадает 
с решением [2 ] также для мягкого и жесткого цилиндров при нормальном 
к их образующей падении звука.

Волны типа Рэлея, распространяющиеся вдоль поверхности упругих 
тел, в полученном решении отсутствуют, что является следствием локаль­
ных свойств импеданса цилиндра и основной причиной ошибки, вносимой 
при замене реальпого упругого цилиндра импедансным. Заметим, кстати, 
что волны типа Рэлея могут вносить весьма существенный вклад в ре­
зультирующее поле рассеяния реальных цилипдров.

На фиг. 3 представлены расчетные круговые характеристики поля 
вблизи импедапсного цилиндра для различных волновых размеров 
(фиг. 3, 1), а также для различных импедансов. Из фигур следует, что 
поле имеет весьма сложный вид и пе может описываться только зеркаль­
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ной составляющей отражения. В  случае Z0= l  отражение отсутствует толь­
ко в обратном направлении. Для абсолютно мягкого цилиндра (Z0= 0) 
волны Франца практически не оказывают влияния на величину отраже­
ния, для других значений Z0 их вклад сравнительно велик.

На фиг. 4 показаны расчетные характеристики поля вблизи цилиндров 
различного импеданса для некоторых фиксированных углов рассеяния. 
Из фигуры видно, что поле имеет явный минимум вблизи Z0= 1 для осве­
щенной зоны цилиндра и мало зависит от Z0 для затененной зоны.
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