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В качестве уравнения, описывающего пульсации сферической кавитационной 
полости в сжимаемой жидкости в звуковом иоле, обычно пользуются или уравнени­
ем Херринга -  Флинна [1, 2] и л и  уравнением Кирквуда -  Бете [3]. Обзор уравнений, 
•описывающих пульсации кавитационных полостей, можно найти в работе [4]. 
Уравнение Херринга -  Флинна учитывает сжимаемость жидкости в первом прибли­
жении и его можно написать в следующем виде [1]:

где R -  радиус кавитационной полости, R =dR /d t, с -  скорость звука в жидкости, 
р  -  плотность жидкости, Р со и  P R -  давлепие в  жидкости на бесконечности и на 
поверхности полости. Уравнение Кирквуда -  Беге обычно записывают в виде [3, 4j

Уравнепия (1) и (2) первоначально были получепы применительно к подводпым 
взрывам, н при их выводе препебрегалось изменением давления во времени вдали 
от полости. Кроме того, при выводе уравнений (1) и (2) существенно использова­
лось условие равенства скорости жидкости на поверхности полости U и скорости 
пульсаций поверхности R, т. е. предполагалось U = R , где (J=v(R, t). Такое гранич­
ное условие справедливо лишь для полостей, на поверхности которых не происходит 
•фазового превращения, например для газовых пузырьков. При наличии же фазового 
превращения в общем случае U=^R. Имея в виду рассмотрение паиболее общего 
случаи пульсаций полостей в сжимаемой жидкости в поле переменного давления 
при учете фазового превращения на поверхности полости, ниже будут получепы 
уравнепия, описывающие пульсации таких полостей.

Основным предположением Херринга при выводе уравнепия (1) было предполо­
жение, что при пульсациях полости потенциал скорости <р (y=-V(p) распространяет­
ся со скоростью звука с в невозмущенной жидкости:
(3) (d/dt+cd/dr)np=0.

При этом уравнепия гидродинамики представлялись следующим образом:
1 dP dv 2v dv du 1 dP

<4) ------ --------+ ------ +  —  =  0 , -----+ v — + ------ 1------ > = 0 .
pc2 dt dr r  dt dr p dr

Из уравнений (3), (4) можно получить следующее выражение:

/ v \ dv v2 d * 1 dP
-  rc I 1 ------ ) ----- +  с —  +  г ----  I ----------dr +

\  c J  dt 2 dt J  p dr
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(5 ) +  с
Г 1 дР 
I --- /-----dr =  0.
оо р дг

Интегралы, содержащиеся в выражении (5), вычисляются в первом приближении 
но о/с следующим образом:

(6)
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Здесь следует отметить существенное предположение, сделанное Херрингом: он 
предполагал дРго/дг=0, что не является оправданным в случае полости в звуковом: 
поле.

Выражение (5) с учетом соотношений (6) преобразуется к виду

(7)

~  RC (
до \  V *

1 +  с ------- +

/  я  2

1 1 0  1

1 с ) ( 0 1

+  й  (
Г дР Ч R дРт  Р п -Р ~

р '1 dt )  R Р
г "Г  о

dt р
=  0 .

Чтобы получить окончательное уравнение, описывающее пульсации полости в сжи­
маемой жидкости, следует найти выражения для (dv/dt) п и (dP/dt)Rl входящие в 
уравнение (7), через полные производные (dv/dt) R= 0 ,  (dP/dt) R= P R. Следует от­
метить, что в случае U ^ A  обычное выражение для оператора полной производной 
d/dt=d/dt+vdldr несправедливо на поверхности полости. (Например, если в слу­
чае несжимаемой жидкости определить 17 равенством ( I  =  (dtJ/dt) R=  {dv/dt) R+ 
+U(dv/dr) R, то можно получить (dv/dt) R=[d/dt(vR 2lrz) ] R̂ =0+2U (A -U )/R ^l7 t 
если U^A .) В действительности молено показать, что выражение для производной, 
от некоторой физической величины г|) (например, скорости v, давления Р и т. д.) 
на поверхности полости имеет следующий вид:

(8) (d'ty/dt) и=  (dty/dt) „ + Д (dty/dr) R.

Соотношение (8) позволяет выразить производные (dv/dt) R и (дР/dt) R, входя­
щие в уравнение (7), через величины О и P R, при этом остаются неопределенными 
градиенты скорости и давления на поверхности полости. Величипы (dv/dr) R и 
(дР/дг)[( можно найти из уравнений (4), которые, используя формулу (8), можно» 
написать в виде

dv \ p R 2U U - А / дР

(9 )
№дг }  R рс2 R  рс2 \ dr

т );
/ dv \ 1 / дР \

tJ +  (U—A) I —  ) +  —  ( f-----)
\  dr )  R p \  dr J  R

=  0 .

Подстановка полученных выражений для (dv/dt) и и (dP/dl)R в уравнение (7) при­
водит окончательно к следующему уравнению:

(Ю)
(R I I - XJ +  2 и

R
рс

?+А  \ 

с / 
/ Л \

[ й ( * - ~ ) - т ] "
Pr-P 'R p  с

рс
=  0.

Нетрудно видеть, что если в уравнении (10) положить U =A , то получается: 
уравнение, отличающееся от уравнения Херринга (1) лишь наличием члена Р ^ /р с . 
Интересно отметить отличие полученного уравнения от уравнения Херринга (1) на 
примере линейных пульсаций полости в сжимаемой жидкости. Пусть на бесконечно­
сти давление изменяется но закону Р<х>= Р ()+Р т  е х р (- Ш ) . Тогда, подставив реше­
ние R = R 0+R m exp (-йог) в линеаризированное уравнение Херринга (1), получим
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'с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  а м п л и т у д ы  к о л е б а н и й  р а д и у с а  R m:

Rm----
RK т

( И ) 3 l-p i0 2R2m - i k R

а  для модифицированного уравнения (10)
RK Pm( \—ikR)

RK т

3 1 — (0 /0 0 )2—ikR

RK
( 12) R

т
т

3 1 -р (*аД2Я /3 -Ш * 3 1-(<о/о)„)7(1—Ш?)
где К =  - 1 / 7 (OV/dP) -  сжимаемость полости, о>0=  (З/рЛ2# ) -71 -  собственная частота, 
а  /с=со/с. Учет явления теплопроводности приводит к возникновению мнимой части 
у К и <Оо, и наряду с учетом сжимаемости среды (kR^= 0) это приводит к затуханию 
колебаний радиуса пузырька. Из приведенных формул видно, что затухание коле­
баний, определяемое с помощью формул (11), (12), получается различным и реше­
ния (11), (12) ведут себя по-разному, особенно вдали от резонанса. С другой сторо­
ны, известно линейное решение дифракционной задачи о рассеянии звука на 
пузырьке (&/?<£ 1) без непосредственного обращения к уравнениям типа (1), (10) 
«(см., например, работу [5]). При этом решение соответственной задачи совпадает 
с решением (12). Отсюда можно сделать вывод, что применение уравнения Херрин­
га (1) уже в линейном приближении в ряде случаев приводит к неверному резуль­
тату. Возникающие здесь неточности связаны в первую очередь с неверным учетом 
потерь энергии колебаний и соответственно ошибочным учетом переизлученной 
пузырьком звуковой энергии. Как следствие, все это приводит к нахождению невер­
ного распределения звука в среде со множеством пузырей и к ошибочному значе­
нию коэффициента затухания звука в такой среде.

Получающиеся ошибки существенны не во всем диапазоне изменения радиуса 
пузырька или частоты звука, а проявляются наиболее заметно в той области оттю- 

'Сительио больших радиусов, когда акустические потери велики. Из работы [6] 
известно, что, начиная с некоторого радиуса (но kR<z 1), акустические потери срав­
ниваются по абсолютной величине с тепловыми и вязкостными потерями и при 
больших значениях радиуса полости R затухание колебаний определяется пол­
ностью сжимаемостью окружающей среды, т. е. величиной кЛ. Что касается погреш­
ностей, связанных с изменением абсолютной величины радиуса R во времени, то 
возникающие здесь ошибки, вероятно, малы, порядка кR, и ие так заметны в 
режиме вынужденных колебаний полости в звуковом поле.

Имея в виду сделанное выше замечание об ошибочности учета сжимаемости 
жидкости с помощью уравнения Херринга (1), можно высказать сомнение и о спра­
ведливости традиционного уравпепия Кирквуда -  Бете в примепешш его к изуче­
нию поведения пузырька в звуковом ноле [7]. Поэтому представляет интерес полу­
чение аналога уравнения Кирквуда — Бете, которое в отличие от уравпепия (10) 
описывает пульсации полостей в сжимаемой жидкости более точно. При этом учтем, 
как и выше, фазовые превращения на поверхности полости. Следуя методу Киркву­
да -  Бете [3, 4] и используя при этом выражение (8), можно получить следующее 
уравнение:

R
где е =  (£ /-# )/с. Если в уравпепия (13) положить и = Я  и считать R  =  (d/dt)

= P r/ P - P co/ p = P r/ p , т . е. пренебречь изменением давления на бесконечности во 
времени, то уравнение (13) переходит в уравнение Кирквуда — Бете (2). Уравнение 
(10), учитывающее сжимаемость жидкости в первом приближении, можпо также 
получить из уравнения (13), отбросив все члены, порядок малости которых выше, 
чем U/с. Предельный переход в уравнении (13) приводит к соответственной
модификации уравнения Рэлея для случая полости с фазовыми превращениями в 
несжимаемой жидкости [4]:

<14) Я £ т г а - £ / 7 2 - ( Р * - Р ~ ) / р = 0 .

Нетрудно видеть, что уравпепия (10) и (13) способны описывать пульсации не 
только полостей, но и других сферических фазовых включений, например центров 
кристаллизации в переохлажденной жидкости в звуковом поле. Следует отметить, 
что уравнения (10) и (13) особенно необходимы для описания пульсаций таких фа­
зовых включений, сжимаемость которых близка или меньше сжимае-
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мости жидкости, а их динамика в основном определяется процессом фазипого 
превращения, происходящим на поверхности включения. Такими объектами явля­
ются паровые пузырьки в жидкости, особенно при температуре, близкой к критике-: 
ской, а также центры кристаллизации в переохлажденной жидкости в звуковом 
поле. Уравнения (10) и (13) могут быть применимы также к анализу пульсаций 
аэрозольпых частиц в поле переменного внешнего давления.

В заключение авторы выражают благодарность В. А. Акулпчеву и В. П. Юши- 
ну за полезные обсуждения.
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УДК 534.222:

О ПЕРЕДАЧЕ НИЗКОЧАСТОТНОГО ЗВУКОВОГО ДАВЛЕНИЯ 
ПРИ РАЗНЫХ ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА

М, 3. Бейгелъ, М. X . Зеликм аи , В. В. Иванов, Ю. В. П о р тн о й ,
Б. М. С теп ан ов

На ипфразвуковой установке были проведены исследования процесса передачи 
звукового давления в объеме V (размеры которого малы по сравнению с длиной 
волны) через трубопровод сечением S  различной длины L. Установка состоит из двух 
камер объемом 1,73 и 0,0173 м3, в  которых нероменное давленио частотой 0, 1 . . .  16 Гц 
создается движением общего поршня. Трубопровод от сосуда объемом F = 3 ,4 1 0 “ 3 м* 
присоединяется либо к большой камере, где амплитуда Рю акустического давле­
ния Pi изменялась в пределах 1 2 0 ... 134 дБ, либо к меньшей камере, где Рю изме­
нялась от 158 до 172 дБ но закону P i=P io  sin (Щ. Переменное давление Pi и Рг 
(в сосуде V) измерялось пьезокерамическнмн микрофонами.

Акустический процесс в системе трубопровод -  сосуд описывается, как и в 
резонаторе Гельмгольца, следующим уравнением:

1
(1) ------Р+1ЦР) Р + Р  =  sin Ш,

0)02

У Ро s  -W S
4 ----- —  =  с у ' ь у  ~  собственная частота колебаний резонатора Гельм­

гольца, ч = 1 ,4 -  показатель адиабаты, Р„ и р -  соответственно атмосферное давле­
ние и плотность воздуха, с -  скорость звука в воздухе, Р = Р 2/Рю -  относительное

V
звуковое давление, R(P) ------------P (i)  -  коэффициент трения, х -  колебательная

скорость столба воздуха в трубопроводе. Учитывая, что L <z\= 2 n c/a i, можно рас­
сматривать поток как кпазнстациопарный.
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