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В последние годы в технике заметное применение находят электромеханические 
преобразователи в виде круговых пьезокерамических колец с малой по сравнению 
с радиусом средней окружности высотой, которые совершают гармонические колеба
ния в своей плоскости. Как правило, кольцо склеивается из большого числа пьезо- 
элементов и представляет собой правильный многоугольник, число стороп которого 
колеблется в пределах от 50 до 100. Опыт показывает, что при подаче па все пьезо
элементы синфазного гармонического электрического напряжения колебания такого 
многоугольника практически нельзя отличить от колебаний кругового кольца. Одна
ко в ряде случаев из-за технологических условий сборки преобразователя необходи
мо, чтобы число стороп многоугольника было как можно меньше, и в то же время 
желательно, чтобы характеристики такого преобразователя минимально отличались 
от характеристик кругового кольца, геометрически вписанного внутрь этого много
угольника.

Из общих соображений ясно, что при умепыпеппи числа сторон многоугольника 
в нем, кроме колебаний растяжения -  сжатия сторон, начнут возникать поперечные 
колебания изгиба. Задача состоит в анализе влияния этих колебаний на параметры 
преобразователя. Оговоримся сразу, что здесь мы будем рассматривать класс колеба
ний с угловым периодом 2л/л, где п -  число стороп многоугольника. Это позволяет 
рассмотреть колебания одной стороны многоугольника как топкой упругой балки и 
поставить соответствующие грапичные условия. В связи с тем что для практики 
представляет интерес низшая резонансная частота колебаний, задача может быть 
решена методом Рэлея.

Рассмотрим вначале чисто упругую задачу. Пусть балка длиной 21 с площадью 
поперечного сечения F  находится под действием внешней поперечной постоянной 
распределенной силы q. Введем систему координат с началом в середине балки, 
ось х направим вправо вдоль балки, а ось у -  вниз, в направлении действия внешней 
силы. Обозначим символом Т продольпую силу в балке, Q -  поперечную силу; М -  
изгибающий момент; Е  -  модуль упругости; р — плотность материала; h -  высоту 
сечепия балки; I  — момент инерции поперечного сечепия балки. Остальные обозначе
ния ясны из фиг. 1.

Определим форму статического прогиба балки под действием распределеппон на
гружающей силы q. Из условий периодичности следует, что при действии нагрузки 
концы балки А и В  должны перемещаться по диагоналям многоугольника АК  и ВК. 
В результате балка АВ укорачивается. Если бы балка не изгибалась, то при переме
щении копцов на величину у0 она укоротилась бы на величину 2у0 tg a = 2 y 0l/r. Учи-

(штрих обозначает дифференцирование по координате я), которое, однако, имеет 
второй порядок малости но сравнению с у0 tg а  и может быть отброшено при реше
нии задачи в линейной постановке. В этом случае можно считать, что укорочепие 
балки пропорционально смещению ее копцов и

Знак минус соответствует тому факту, что положительный прогиб вызывает от
рицательное усилие. Вследствие условий периодичности направление КВ  должпо
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Фиг. 1 Фиг. 2
Фиг. 1. Расчетная схема для анализа колебаний стороны многоугольника

Фиг. 2. Зависимость резонанспой частоты (1) и коэффициента электромеханиче
ской трансформации (2) преобразователя от числа сторон многоугольника

быть одной из п осей симметрии многоугольника, поэтому угол поворота сечения 
балки при х=1  должен равняться нулю. Сумма проекций сил Т и Q на это направле
ние также должна равняться нулю. Таким образом //'(*)= () и Q cos <х=Т sin а.

Из условий симметрии в начале координат следует, что г/' (0) = 0  и у '" (0) =0. 
В такой постановке задача может быть решена до конца.

Воспользовавшись дифференциальным уравнением изгиба балки, нагруженной 
распределенной силой

yi v = — ,
EI

паходим выражение для статического прогиба
qx*

у = с 0+с,а :+с2х2+ с 3х3 +
2  Ш

Выполняя условия симметрии в начале координат, следует положить c i= c 3=0 . 
Из условия у '(1 )=  0 определяем, что c2= - q l z/\2EI. В результате выражение для 
прогиба примет вид

(2) У=с0-
qx‘

12 El

Постоянную со найдем из условия T = Q c tg a . Используя это соотношение, а так
же то обстоятельство, что на конце балки Q = - q l , выразим у(1) с помощью формулы 
(1) и подставим в выражение (2). Таким образом получим

EF 1  /  \

1 2 /г2 г2 А2
откуда с0

№
m i ( , + т ) -

где ч =
FlK

Теперь выражение для прогиба будет иметь вид
qP

12 E l 4 4 - 4 4 )]
Воспользовавшись понятием точки приведения [1] и взяв ее в начале координат, 

можно написать для у выражение

T+VKl-**/**)*
(3) »—»(©)/(*)—»(0)

Т + ‘/г
Вычислим эквивалентные параметры механической системы преобразователя. 

Для этого найдем выражения для потенциальной и кинетической эпергий. Очевидно, 
что потенциальная энергия половины длины балки Пнот может быть представлена п
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г д е  э н е р г и я , с в я з а н н а я  с  п р о д о л ь н о й  д е ф о р м а ц и е й ,ВИ Д е П  п о т= И с ж + П и а г ,

Г1 сж
1

2 я У( Qtga 
I ] EF dx а энергия, связанная с деформацией изгиба.

Иизг
1

2 яt i l FA dx.

Подставив в выражения для энергий формулу (1) и производя интегрирование, 
получим

1 i/2( 0)Eh* ч+Ч 15
(4) Г1 ПОТ     ----------------------  .

2  I* ft+Va) 2

Отсюда эквивалентная гибкость равна
„  I* (Т+ 1/ * ) 2
а̂ки — “  ”  •Eh* ч+Ч 15

Найдем кинетическую энергию половины длины балки

1 *

" .... 2 О
1  Г— р&/о>2 J  y2(x)dx.

Подставляя сюда значение у из формулы (3) и нроводя интегрирование, по
лучим

у 2 (  0)
(5) W u n n = 4 i < * z p h l — - —  ( f + V i r t + ’ V m ) .

(Ч + 72) 2

Таким образом, эквивалентная масса равна
_ f +8/t5T+32/3i5 

И̂ экв— ш  о ■ 77—  I
ОТ+’М 2

где т 0= р М -  реальная масса балки половинной длины.
Приравнивая выражепня для эпергии (4) и (5), получим следующую формулу 

для расчета разонансной частоты:

со У ^ т+4/15

T2+ e/i»K+**/«:

где о)=со/о)0 и (о0= (1 /г)У £/р .
В связи с том что стороны многоугольника могут быть достаточно короткими, 

на первый взгляд кажется, что при расчете резонансной частоты следовало бы учесть 
влияпие инерции вращения поперечных сечений и напряжений сдвига. Это уточне
ние было проведено и получены соответствующие выражения для резонансной час
тоты и эквивалентных параметров, которые ввиду их громоздкости мы здесь не 
приводим. Проведенные с их помощью расчеты показали, что влияние инерции вра
щения и сдвига на резонансную частоту преобразователя не превышает нескольких 
процентов при любых значениях п. Это можно объяснить тем, что при малых значе
ниях п длина сторон многоугольника по сравнению с ее толщиной велика, а при 
больших значениях п влияние изгиба сторон многоугольника уже несущественно.

На фпг. 2 представлены графики зависимости относительной частоты о> от числа 
сторон многоугольника п при h /r= 1/ 8. В этом случае ‘fB=Ve4.ctg4 (я/гс). Из рассмотре
ния графиков следует, что при ю>15 частота многоугольника практически не отли
чается от частоты вписанного кольца.

Пусть теперь стороны многоугольника изготовлены из отдельных ш.езоэлемен- 
тов, склеенных между собой, и при этом направление поляризации пьезоэлсментов 
совпадает с направлением сторон многоугольника. Для определения электромехани
ческих параметров, следуя работе [1], вычислим величину электромеханической 
энергии

Э Л . м ех I=  | (oTEzndis dx

где йал -  напряженность электрического поля на электродах пьезоэлемептов: dsз -  
пьезоэлектрический модуль.
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hld33E  У
В̂ ол.мех =  Дэл---------У (0) -------.

Г T+V2

Отсюда коэффициент электромеханической трансформации определится выра
жением

и  ду(0) т + ‘ /«

где N0= E d 33hl/r6, U -  электрическое напряжение на электродах пьезоэлементов, 6 -  
расстояние между электродами.

Легко понять, что т/('У+1/г) является коэффициентом формы. Действительно, 
полный коэффициент электромеханической трансформации многоугольника Nn=

2  nl  7
= 2 n N =  Ed9ah —  ' • При л-*°о величипа 2nl-+2nr и limn_oo/Vn=A?oT/('Y+ ,/ 2), где

iVo=2nEd33k/6  является коэффициентом трансформации пульсирующего пьезокера
мическо цд кольца. График зависимости относительной величины коэффициента элек
тромеханической трансформации Nn/No от числа стороп многоугольника при h /r=  
= V e  представлен на фиг. 2.

Из представлепного на фиг. 2 графика видно, что при п=18 многоугольник по 
своим параметрам очень мало отличается от пульсирующего кольца. Для практики, 
видимо, уже достаточно и 15 граней. При этом потери в коэффициенте трансформа
ции составят 7%, а снижепие резонансной частоты -  не более 2%.

Полученные результаты показывают, что электромеханические параметры пре
образователя но ухудшаются по срависпию с параметрами кольца даже в том слу
чае, когда число стороп сравнительно невелико.
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ВЛИЯНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ НА ЗВУКОИЗОЛЯЦИЮ ТОНКОЙ 
ОГРАНИЧЕННОЙ ПЛАСТИНЫ В ОБЛАСТИ ЧАСТОТ ВОЛНОВОГО

СОВПАДЕНИЯ

Г .  ТО. В и н о к у р

Звукоизоляция тонкой безграничной пластины в области частот волнового сов
падения существенно зависит от величины коэффициента внутренних потерь и вы
числяется по формуле Кремера [1]; под внутренними потерями понимают совокуп
ность диссипативных процессов (кроме излучения звука), возникающих при дефор
мации материала пластины. Однако звукоизоляция ограниченных пластин в области 
волнового совпадения, как правило, намного выше, чем следует из теории Кремера.. 
Предполагается, что это связано исключительно с увеличением внутренних потерь 
в результате поглощепия колебательной энергии не только в материале пластины, 
по и на ее границах [2]. Таким образом, влияние граничных условий па звукоизо
ляцию пластины можно учесть, подставляя в формулу Кромера вместо коэффициента 
внутреппих потерь другую величину (назовем ее эффективным коэффициентом по
терь), которая характеризует затухание колебательной энергии и в материале, и на 
границах пластины. Ниже получено аналитическое выражение для эффективного 
коэффициента потерь тонкой ограниченной пластины больших волновых размеров.

Рассмотрим пластипу (в дальнейшем будем называть се основной) произвольной 
формы, соединенную но контуру с п примыкающими пластинами, причем с одним 
и тем же участком границы основной пластины могут быть связаны несколько при
мыкающих пластин. Предположим, что во всех пластинах существует диффузное 
поле вибраций. Такой подход можно считать обоснованным, еслп длина свободного 
пробега изгибпой волпы в каждой пластине велика по сравнению с длиной изгнбной 
волны; для реальных конструкций в области волнового совладения это условие 
обычно выполняется. Предположение о диффузпости поля вибраций позволяет ис
пользовать статистический подход [3]. Наишпем уравнение колебательной эпергии
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