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Дап анализ трансформации профилей и спектров нелинейных дифра­
гирующих волп, распространяющихся в широких трубах с жесткими 
стенками.

Результаты исследований акустических и ударпых волн высокой ин­
тенсивности, распространяющихся в ограниченном пространстве (в волпо- 
водах, трубах, струйных течениях и т. д.), представляют, как известно, 
большей практический интерес [1]. Наличие отражающих возмущения 
границ позволяет избавиться от дифракционных потерь, что способствует 
проявлению нелинейных эффектов; поэтому трубы, наполненные газом 
или жидкостью, часто используются в экспериментах [2 , 3] при больших 
уровнях звукового давления.

Многие теоретические исследования посвящены анализу генерации 
высших гармоник и мод при слабом проявлении нелинейности (см. обзор 
[ 1 ]) . Формирование существенно нелинейных (разрывных) волн в волно­
воде рассмотрено в работе [4].

В  настоящей статье изучен процесс распространения звуковых волп 
в трубе круглого поперечного сечения с жесткими стенками в условиях 
сильного проявления нелинейности. Радиус трубы предполагался большим 
по сравнению с длиной волны; при этом описание слабой дифракции 
возможно в приближении квазиоптики [5], учитывающем «поперечную 
диффузию» комплексных амплитуд в пучках взаимодействующих гар­
моник.

Пусть труба радиуса а ориентирована вдоль оси х, а на торце ее (при 
х = 0 ) расположен источник звука, возбуждающий гармоническое колеба­
ние продольной компоненты скорости:

( 1 ) и (х = 0 , г, t )  = u 0 ( l — т*/аг) г sin со*.

Распространение сигнала (1) можно приближенно описать нелинейной 
системой уравнений [5]

Здесь v — поперечная компонента колебательной скорости, е — нелиней­
ный параметр, с0 — скорость звука, т = t —x/c0.

В  пренебрежении вязкостными пристеночными эффектами уравнения
(2 ) следует решать с граничным условием

( 2)

(3) v (x ,r= a , т)
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Фиг. 1 Фиг. 2
Фиг. 1. Зависимость сродней интенсивности волны I от расстояния z для различных 
значений числа N: 0,3 (а) ,1  (б), 3 (в). Кривые 1 изображают зависимость 1 (z) па оси 

(&=0), кривые 2 -  зависимость 2/(z) при £=0,5, кривые 3 - 2 I ( z )  при £=0,9
Фиг. 2. Интенсивность волны в различных поперечных сечениях трубы: z = 0 -кри­

вая 1\ 0,178 -  2; 0,355 -  3; 0,532 -  4; 0,887 -  5; 1,77 -  б; 2,66 -  7; 3,55 -  8; 4,97 -  9

соответствующим обращению в ноль нормальной компоненты скорости на 
стенке трубы.

Для численного решения задачи перейдем к безразмерным перемепным

(4) U = a /u 0i V=(oau/c0u0i 0=сот, £=г/а , г=е<йи0х/с02.

Система (2) и граничные условия (1), (3) примут вид

(5)

(6)

д г dU  и д и Л _  N 1 д2и +  1  д и \

U (z = 0 ,1 ,0) =  (1— | 2) 2 sin 0,
3U

(Z, l = l , 6 ) = 0 .

Здесь N = L p/Lk= 2 c 03/BU0a 2a 2 — число, равное отношению нелинейной 
(Lp= c 02/ea>K0) и дифракционной (Ьл—аг(о/2 с0) длин — единственный пара­
метр подобия [5] в задаче (5), (6 ).

Задача (5), (6 ) решалась численно на ЭВМ БЭСМ- 6  с помощью ме­
тода конечных разностей, использованного рапее в работах [ 6 , 7].

На фиг. 1 представлены кривые, дающие зависимость от расстояния z 
средней интенсивности волны

(7) / ( Z, i ) =  —  j > ( z,s ,e )d e
Я  Jо

в различных точках поперечного сечения трубы: на ее оси ( £ = 0 ), посре­
дине между осью и стенкой (£=0,5) и вблизи стенки (£=0 ,9 ). Все кривые
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Фиг. 3. Форма волны гфи ЛГ«=0,3 (а) и JV=1 (б) в различных сечениях z 
трубы и на разных расстояниях £ от оси, равных 0; 0,5; 0,9

пДп

Фиг. 4. Зависимость амплитуд первых трех гармоник от радиуса раз­
личных сечепнях z при W=0,3 (а) и 7V=1 (б). Номер каждой кривой соот­

ветствует номеру гармоники п

изображают осциллирующую зависимость от 2  с пространственным перио­
дом порядка N~l (размерный период биений порядка дифракционной 
длины /уд). Такое поведение связано с многократными отражениями от 
стенок трубы волн, формирующих пучок. На расстоянии (3—5 )£ д, в ре­
зультате диффузионного «расплывания» и влияния стенок, интенсивность 
распределяется практически равномерно по сечению пучка, и в дальней­
шем волна распространяется как плоская (последний этап четко выражен 
на фиг. 1, в ,  z > 2 ).

Наряду с затуханием пространственных осцилляций наблюдается мо­
нотонное уменьшение среднего уровня интенсивности из-за нелинейного 
поглощения образующихся ударных волн. Для сравнения па фиг. 1, а 
штриховой линией показано поведение интенсивности в плоской волне; 
здесь пет дифракционных осцилляций, а есть лишь мопотонный закон 
спадания, связанный с нелинейными эффектами.

Процесс установления равномерного распределения интенсивности 
в поперечном сечении трубы изображен на фиг. 2 для N = 1 . Пучок вна­
чале резко измепяет свою форму: из выпуклого (при z = 0 ) он становится 
вогнутым (кривая 5 ); после этого на оси вновь формируется максимум 
(кривая 6 ) ,  а затем снова провал (кривая 7). Наконец, на более далеких
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Т а б л и ц а  1

Z 0 ,5 1 2 4 7

7V=0,3 -0,94
л 44 Л

-0,76 -0,28 -0,38 -0,19
+1,01 1 +1,14 +0,79 +(1,68 +0,58

iV =l -0,49 -0,16 -0,33 -0,30 -0,29
+0,68 +0,20 +0,63 +0,37 +0,28

Т а б л и ц а  2

2 0,5 1 2 4 7

N=0,3 0,95 0,84 0,46 0,42 0,24
N =1 0,56 0,46 0,42 0,27 0,20

расстояниях (z>3 ) распределение по сечению становится почти одно­
родным.

Интересное поведение обнаруживает изображенная на фиг. 3, а , б 
форма волны, т. е. зависимость величины возмущения от времени в пре­
делах одного периода. Семейства из трех кривых (£ = 0 ; 0,5; 0,9) построены 
в различных сечениях z = 0,5; 1; 2; 4; 7 для двух значений: N =0,3  
(фиг. 3, а) и N = 1 (фиг. 3, б).

Напомним, что скорость распространения волны, ограниченной в про­
странстве, неравна скорости звука с0; она зависит как от формы и разме­
ров пучка, так и от частоты [ 8 ]. Из-за нелинейного искажения сигнала его 
спектр обогащается гармониками, которые распространяются с отличаю­
щимися скоростями и но-разпому дифрагируют. Совместное влияние этих 
эффектов при наличии степок вызывает весьма сложные изменения в ис­
ходном гармоническом сигнале.

На расстоянии z=0,5, меньшем длины образования разрыва, нелиней­
ные эффекты выражены довольно слабо, и профили волп близки к гармо­
ническим. Однако уже заметно (особенно на фиг. 3, б) влияние дифрак­
ции, приводящей к различным фазовым сдвигам при разных |  и диффузии 
энергии из центра пучка к его краям.

На расстоянии z = l  в плоской волне должеп был бы сформироваться 
разрыв (и он действительно образуется па оси § = 0  пучка, фиг. 3, а ). Од- 
пако гармоники, формирующие разрыв, распространяются с разными ско­
ростями; это явление препятствует образованию ударного фронта. Так, 
из анализа кривых фиг. 3, б ( z = 1 ) о проявлении пелинейпых эффектов 
можно судить не столько по паличшо крутых участков в профиле, сколько 
по изменению спектрального состава волны; в спектре кривой | = 0 , напри­
мер, амплитуды 1  и 2  гармоник сравнимы по величине.

На расстояниях z >  1 нелинейность и дифракция вызывают быстрые 
изменения формы волпы как в паправлепии оси z, так и в поперечпом на­
правлении (по сечению пучка). Образование устойчивого ударного фронта 
(фиг. 3, б, z = 4 ; 7) наступает лишь после того, как диффузия и отражения 
от стенок приведут к равномерному поперечному распределению всех 
основных характеристик волны.

Заканчивая обсуждение фиг. 3, а и б, приведем в таблице 1 значения 
констант, дающих величины отрицательного и положительного пиковых 
значений безразмерной скорости U па оси трубы (£ = 0 ). Эти числа уста­
навливают масштаб для каждой из кривых фиг. 3, 4 и позволяют коли­
чественно определить ряд характеристик волны (положение среднего не- 
возмущеппого уровпя U = 0, пиковые значения на кривых для |= 0 ,5  и 0,9 
и т. д ). Кроме того, с помощью таблицы 1 и нормировочных формул (4)
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можно найти абсолютные значения величин, необходимые для численных 
оценок или сравнения с экспериментом.

Фигура 4, а, б содержит информацию о спектрах волн, форма которых 
изображена на фиг. 3, а, б. Все кривые нормированы на максимальное 
значение амплитуды 1 гармоники в данном сечении трубы. Величины этих 
максимальных значений приведены в таблице 2. Динамика поперечных 
распределений амплитуд 1 , 2  и 3 гармоник подтверждает данный выше 
качественный анализ процесса распространения волн конечной амплитуды 
в широких трубах с идеальными жесткими стенками.
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