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На основе численного интегрирования приближенного уравнения 
нелинейной акустики ограниченных пучков рассмотрен процесс искаже­
ния формы возмущения при однородном распределении амплитуды гар­
монической волны по сечению пучка для различных соотношений нели­
нейных и дифракционных эффектов. Исследовапы амплитудные распре­
деления с различной степенью однородности. Построены области ударной 
волны. Произведен гармонический анализ формы волны. Определены 
границы применимости квазиоптического приближения для данной за­
дачи.

Процесс распространения звукового пучка в нелинейной недиссипа- 
тивиой среде определяется относительным вкладом нелинейности и диф­
ракции. При одних и тех же отношениях характерных длин дифракции 
и формирования разрыва [ 1 ] качественная сторона процесса зависит от 
функции начального распределения амплитуды. Сравнение гауссова пучка 
и пучка с амплитудой, распределенной по полиному четвертой степени, 
характеризуемых одинаковым отношением длин дифракции и нелинейно­
сти, показывает, что основные закономерности протекания процесса — 
общие обоим пучкам, но степень их проявления различна [ 2 , 3]. Началь­
ное распределение амплитуды в значительной степени определяет ближ­
нее поле. На первый взгляд может показаться, что нелинейность не долж­
на сильно изменить ноле вблизи излучателя. На самом деле нелинейность, 
сравнимая с дифракционной расходимостью, существенно изменяет зву­
ковое поле на сравнительно небольших расстояниях от границы. В связи 
с этим возникает необходимость исследования пучков с различными ам­
плитудными распределениями. Особый интерес представляют распреде­
ления, равномерные по сечению пучка. Во-первых, они ближе всего к ус­
ловиям эксперимента, где обычно используются круглые поршневые 
излучатели. Во-вторых, ближнее поле таких излучателей пмеет очень 
сложную структуру даже в линейном приближении. В работе [4] вычис­
лена амплитуда второй гармоники в пучке с амплитудой, однородной по 
сечению и испытывающей скачок на границе пучка.

Данная работа посвящена исследованию процесса распространения 
звуковых пучков в условиях, когда нелинейность сравнима с дифракци­
онной расходимостью, а амплитуда распределена почти равномерпо по 
сечению пучка.

Процесс распространения звуковых пучков конечной амплитуды в 
идеальных средах описывается в квазиоптическом приближении уравне­
нием [5] \

д у  д2р
(1) N  ' ~ т ---- -—“ Г +  Д±Р= 0.<Э0 ; dz 50
Введенные здесь обозначения неоднократно использовались ранее
[2, 3, 5].
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1. А м п л и т у д н ы е  р а с п р е д е л е н и я  н а  г р а н и ц е : к р и в а я  1  с о о т в е т с т в у е т  Л / = 4 *  2  —
S', 3  —  1 6 ; ш т р и х о в а я  к р и в а я  о т н о с и т с я  к  г а у с с о в о м у  п у ч к у  ( М = 2)

2 . И з м е н е н и е  а м п л и т у д ы  г а р м о н и ч е с к о й  в о л н ы  о т  к о о р д и ц а т ы  в д о л ь  о с и  п у ч к а  
в  л и н е й н о м  п р и б л и ж е н и и : к р и в а я  1  с о о т в е т с т в у е т  М — 4 ; 2  —  8 ; 3 —  16

'--р - ' — ^  «  — —----------  --  X---------- г ---- »

Ф и г . 4 . В о л н о в ы е  п р о ф и л и  н а  р а с с т о я н и и  z = 0 ,1 2  в  п у ч к а х  с  р а з л и ч н ы м и  а м п л и т у д ­
н ы м и  р а с п р е д е л е н и я м и : М =  16 (к р и в а я  1 ) ,  4  ( 2 ) ,  2  ( 5 ) ;  А = 5

Допустим, что на границе нелинейной среды возбуждается гармониче­
ский сигнал с амплитудой, зависящей от поперечной координаты:
(2 ) p |zc=0= —ехр{—i?*w}s in 0 ,

где М — безразмерный параметр, характеризующий крутизну спада ампли­
тудного распределения.

Таким образом, в задаче два безразмерных параметра: N  входит в 
уравнение ( 1 ) и характеризует соотношение нелинейных и дифракцион­
ных эффектов и М определяет степень однородности амплитудного рас­
пределения сигнала, возбужденного на границе.

В процессе вычислений безразмерные параметры принимали значения: 
М = 4, 8 , 16; для каждого значения М параметр N пробегал значения от 
1 до 5 с Д/У=0,5. Рассмотренные амплитудные распределения изобра­
жены графически на фиг. 1 , где для сравнения штриховой линией пред­
ставлено изменение амплитуды в гауссовом пучке (М = 2). Вычисления 
проводились до расстояний z ~  1 .
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Прежде чем приступить к изложению результатов, сравним решение 
линейной задачи в квазиоптическом приближении с точным решением 
уравнения Гельмгольца. Для этого численно проинтегрируем параболиче­
ское уравнение с мнимым коэффициентом диффузии (уравнение типа 
Шредингера)

дА
(3 ) 2 ik---- =  А±А

dz
и уравнение Гельмгольца

(4) А Е +к2Е = 0 , 

где E —Ae~ihx.
В табл. 1 приведена максимальная разница бгаах между этими реше­

ниями и координата, соответствующая этой разнице; с увеличением рас­
стояния различие между решениями 
уменьшается. При вычислении полага­
лось /с= 1 0 0 ; при увеличении к точность 
совпадения решений повышается. Ре­
шение линейной задачи (3) представ­
лено на фиг. 2. Таким образом, квази- 
оптическое приближение является 
вполне приемлемым для описания рас­
пространения звуковых пучков с равно­
мерным распределением амплитуды.

Теперь, когда определены границы 
применимости квазиоптического при­
ближения, займемся анализом получен­
ных результатов.

При распространении пучков с рав­
номерным распределением амплитуды 
ярко проявляются основные особенно­
сти нелинейного искажения волн, свой­
ственные звуковым пучкам. Па фиг. 3 
хорошо видна асимметрия в искажении 
положительного и отрицательного по- 
лулериодов. Например, на расстоянии z=0,2, когда ударный фронт еще 
не сформировался, пиковое значение возмущения в фазе сжатия рп~= 
=1,2 , а в фазе разрежения р „_ = —0,77 (кривая 1 на фиг. 3). После обра­
зования разрыва рп+ более чем р 2 раза превышает рп-- Форма ударной 
волны в пучке отличается от симметричной «пилы» плоских воли (кри­
вая 2 ). После образования ударного профиля возмущение на расстояниях 
z ~ l  сохраняет свою форму, но уменьшается пиковое значение возмуще­
ния (кривая 3). Несимметричное искажение фазы сжатия и фазы разре­
жения периодического сигнала наблюдалось экспериментально [ 6 ] и от­
мечалось в теоретических работах [5, 7, 8 ]. С увеличением крутизны 
амплитудного распределения асимметрия формы возмущения усугубля-

Т а б л и ц а  1

Распределение &тах» % Z

ехр {— Л4} < 0 ,0 9 Вся область интегрирования
охр { -  R8} ' 1 При z =  0,03

8,4 При z =  0,015
ехр { -  R™} 3 2 =  0,03

< 1 , 5 При z = 0 , 0 4

Фиг. 5. Распределение пикового зна­
чения возмущения поперек пучка 
на расстоянии z=0.02 (кривая 1),
0,06 (2); 0,1 {3), 0,15 (4)\ Дг=3 , М=8
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Фиг. 6. Форма возмущения на оси пучка (кривая 1), при Я=0,45 (2); 
0,92 (£), 1,4 (4), на расстояниях z=0,21 (а) и z=0,3  (б); N = 3, М= 8

Фиг. 8. Области ударной волны при ЛГ=1, М= 8 (кривая 7), W =l, М = 1 6  (2), 7V=2, 
А /=4 (£); 7V=2, Л /=8 и 16 (4). Штриховая кривая соответствует гауссову пучку при

N=2

ется. Волновые профили на оси в пучках с различными амплитудными 
распределениями показаны па фиг. 4.

Начальная однородность при распространении пучка утрачивается тем 
быстрее, чем круче амплитудное распределение. При этом распределение 
амплитуды становится куполообразным. Верхушка этого купола сильно 
вытягивается при распространении (см. фиг. 5). Поэтому нелинейные ис­
кажения наиболее сильны на оси и в приосевой области, и ударный 
фронт формируется сначала па оси, а потом в близлежащих точках попе­
речного сечения пучка. Фигура 6  демонстрирует динамику распростра­
нения нелинейных искажений поперек пучка. На расстоянии z = 0,21 раз­
рыв только что образовался на оси пучка (кривая 7), в приосевой обла­
сти Я ~0,45 искажения сильны, но ударной волны еще нет (кривая 2), 
на периферии искажения малы (кривые 3 и 4). Па расстоянии z = 0,3 про­
филь становится ударным не только па оси (кривая /) , ыо и в приосевой 
области (кривая 2 ), искажения заметнее при # ~ 0 ,9  (кривая 2 ), при 
# = 1 ,4  искажения малы (кривая 4). По мере распространения пучка об­
ласть ударной волны расширяется, как показано на фиг. 7. При увеличе­
нии параметра N ударная волна образуется раньше. Сравним области 
ударной волны для различных амплитудных распределений при одинако­
вых значениях параметра N. При N = 1 с увеличением степени однород­
ности амплитудного распределения ударная волна образуется раньше 
(см. фиг. 8 , кривые 1 и 2). При N = 2  для значений Л /=4 разрыв на оси
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Фиг. 9. Изменение пикового значения возмущения (а) и средней за период интен­
сивности звуковой волны (б) па оси при распространении для различных значений

N: N= 1 (кривая 7), 2 (2), 3 (3), 4 (7), 5 (5); М =8

формируется чуть позже (кривая 3) по сравнению с М = 8  и 16, для ко­
торых области ударной волны совпадают полностью (кривая 4). При N= 3 
области ударной волпы для рассмотренных амплитудных распределений 
не зависят от последних. Для сравнения на фиг. 8  изображена область 
ударной волны в гауссовом пучке при N = 2  (штриховая кривая). Область 
ударной волны определялась с точки зрения следующего критерия: вол­
новой профиль считался ударным, если ширина фронта Д 6<я/15.

Другая отличительная черта нелинейного распространения пучков — 
превышение пиковым значением возмущепия величины, заданной па гра­
нице. Этот факт, впервые полученный аналитически для гауссовых пуч­
ков [7], затем отмечался относительно других амплитудпых распределе­
ний [5]. Равномерность распределения амплитуды усиливает этот 
эффект. Мы уже отмечали, что в линейной задаче амплитуда на оси пре­
восходит единицу (штриховая кривая на фиг. 9 ,а ). Это хорошо известный 
дифракционный эффект. При введении нелинейности, сравнимой с диф­
ракционной расходимостью N = i ,  дифракционный пик сильно расплы-

Т а б л и ц а  2

Амплитудное рас­
пределение N zp max г I ( ; я а х г»

e~R'

0
1 > 1 1 0 0,5 0
2 0,42 1 0 0,5 0
3 0,25 1 0 0,5 0
5 0,15 1 0 0,5 0
0 1,33 0,092 0,884 0,092

<ГК*
1 > 1 1,(8 0,1 0,546 0 ,0 5 -0 ,1
2 0,28 1,21 0 ,125-0 ,18 0,618 0,1
3 0,18 1,41 0,18 0,658 0,1
5 0,12 1,55 0,12 0,69 0,09
0 и 0,075 1,44 0,075

е-в *
1 0,81 1,20 0 ,1 -0 ,1 5 0,642 0,1
2 0,26 1,44 0,18 0,786 0,1
3 0,18 1,74 0,18 0,870 0,1
5 0,12 1,94 0,12 0,952 0,1

e~R"
0 1,94 . 0,075 1,88 0,075
1 0,72 1,47 0,12 0,684 0,1
2 0,26 1,56 0,18 0,857 0,1
3 0,18 . 1,90 0,16 0,976 0,1
5 0,12 2,24 0,12 1,08 0,1
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вается и в значительной степени «съедается» (кривая 1 на фиг. 9 ,а). 
Нелинейность ослабляет осповную компоненту, вносящую наиболее су­
щественный вклад в максимум р„, а образующиеся в этом случае гармо­
ники сравнительно слабы. С увеличением значений параметра N макси­
мум функции pn(z) увеличивается и сдвигается вправо (кривая 2) до тех

пор, пока координата этого мак­
симума z, не совпадает с коорди­
натой формирования разрыва zp. 
Увеличение рп па оси, соответст­
вующее росту N, способствует 
проявлению нелинейных свойств 
и более раннему образованию 
ударной волны (см. фиг. 7 и 8 ). 
Поэтому дальнейшее увеличение 
N приводит к сдвигу z, влево (кри­
вые 3—5 на фиг. 9 ,а). Возникает 
такая ситуация: зависимость pn(z) 
в случае сильной нелинейности, 
N = 5  (кривая 5 на фиг. 9 ,а ), бли­
же всего к штриховой кривой ли­
нейной задачи. Природа этих мак­
симумов различна: в нелинейной 
задаче максимальное значение р„ 
в значительной степени определя­
ется фазовыми соотношениями 
между образующимися гармони­

ками. Свидетельством этому может служить зависимость средней за пе­
риод интенсивности звуковой волны па оси от координаты вдоль пучка 
I  (z ), изображенная на фиг. 9, б для различных значений N. При измене­
нии N координата максимума функции I(z) не изменяется. С увеличе­
нием N растет максимальное значение /, однако рано образующаяся удар­
ная волна приводит к резкому спаду интенсивности и обострению макси­
мума функции 7(z). Изложенные данные можно свести в табл. 2.

Искажение волнового профиля на языке спектрального разложения 
означает рождение гармоник. Проанализируем поведепие гармонических 
составляющих для рассмотренных амплитудных распределений. Фигура 10 
иллюстрирует изменение амплитуды основной компоненты (кривая 1) 
и двух ее гармоник (кривые 2 и 3) на оси при распространении пучка. 
Кроме этого, на фиг. 10 изображена зависимость pn(z) на оси пучка. 
Вблизи излучателя амплитуда основной компоненты совпадает с пико- 
вым значением возмущения, но вскоре начинает от него отставать, 
Л, достигает максимального значения примерно при координате макси­
мума амплитуды в линейной задаче (кривая 2 на фиг. 2  или штриховая 
на фиг. 9 ,а ) , по величина этого максимума существенно меньше из-за 
перекачки энергии в высшие гармонические составляющие. Зависимости 
Л2 (г) и A3(z) не отличаются от таковых в пучках с другими амплитуд­
ными распределениями [3].

Динамика изменения амплитудных распределений основной компо­
ненты и ее гармоник демонстрируется на фиг. 11, я, б, в. Равномерное 
распределение амплитуды на границе (штриховая кривая на фиг. 1 1 ,я) 
при z = 0 ,0 - 1  характеризуется ростом осевого значения и увеличением плав­
ности перехода в область тени (кривая 1). Далее этот процесс продол­
жается, и амплитудное распределение становится более вытянутым (кри­
вая 2). После прохождения максимума Л, уменьшается на оси и в 
приосевойобласти (кривая5). На середине прожекторной зоны амплитуд­
ное распределение довольно широкое (кривая 4). На границе прожектор­
ной зоны в пределах /?~1 амплитуда почти постоянная (кривая 5). Ам­
плитудные распределения второй (фиг. 1 1 , 6 ) и третьей гармоник

Фиг. 10. Зависимость амплитуд гармоник 
и пикового значения возмущения па оси 
от коордипаты вдоль пучка. Номер кривой 
соответствует номеру гармоники, i = l ,  2, 3.

Кривая без помера -  p„(z); N = 3, М =  8
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Ф и г . И .  А м п л и т у д н ы е  р а с п р е д е л е н и я  о с н о в н о й  к о м п о н е н т ы  ( а ) ,  в то р о й  
(б )  и  т р е т ь е й  ( в )  г а р м о н и к  н а  р а з н ы х  р а с с т о я н и я х  н а  г р а н и ц е : ъ= О  
( ш т р и х о в а я  к р и в а я ) ,  0 ,0 4  (к р и в ы е  7 ) ,  0 ,08  ( 2 ) ,  0 ,16  (3) ,  0 ,2 4  (4), 0 .5  (5 ) ,

N=3, М= 8

Ф и г . 1 2 . А м п л и т у д н ы е  р а с п р е д е л е н и я  о с н о в н о й  к о м п о н е н т ы  ( а ) ,  в т о р о й  
(б ) и  т р е т ь е й  (в) г а р м о н и к  п а  р а с с т о я н и и  z = 0 ,2 4  п р и  N = 3  (к р и в ы е  7 ) ,

4  (2 ) ,  5  ( 5 ) ,  2 ,5  ( 7 ) ,Л 7 = 1 6

(фиг. 1 1 , в), довольно однородные вблизи границы (кривые i ) ,  вслед за 
Ai(R) теряют эту однородность (кривые 2).  Л 2 и А 3 достигают максиму­
мов на .оси (кривые 5), далее амплитудные распределения быстро расши­
ряются (кривые 4 и 5).

При исследовании амплитудных распределений было замечено, что при 
однородном распределении амплитуды с резким переходом в область тени 
(Л/=16) в середине прожекторной зоны, начиная со значений N = 3 , по­
является провал в распределении Л,(7?) на оси пучка (кривая 1 на 
фиг. 12,а ) . При N = 2,5 его еще нет, а функция A t(R) довольно однород­
на (кривая 4). G увеличением N раздвоение /М # )  усиливается (кривые 
2 и 3). При этом Л2 (Я) и A3(R) имеют вид, изображенный на фиг. 12, б, в. 
С углублением впадины в Ai(R)  распределения A Z( R ) и A 3(R) становятся 
более однородными (кривые 3). При других значениях М такого раздвое­
ния максимума Ai(R) не наблюдается. Один из возможных механизмов 
этого явления может заключаться в следующем. При увеличении нели­
нейности усиливается перекачка энергии в другие гармоники, что ослаб­
ляет основную волну. При определенных значениям параметров N и Л/ 
это ослабление па оси оказывается больше, чем в других точках попереч­
ного сечения. Это так называемое нелинейное «проедание» — явлепие, 
хорошо известное в нелинейной теории колебаний.

Начальные фазы гармоник на оси изменяются, как показано па фиг. 13. 
Зависимости cpf(z) при других значениях М отличаются от кривых, пред­
ставленных на фиг. 13 вблизи излучателя. Это различие незначительно, 
а начиная с расстояний z~0,15, cpi(z) не зависят от амплитудного распре-
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деления. При распространении пучка распределения начальных фаз ос­
новной волны и гармоник изменяются следующим образом (фиг. 14).

Вблизи границы (z=0,02) волно­
вые фронты слегка вогнутые, 
срi(R) и фз(Л) отличаются только 
на периферии, при распростране­
нии вогнутость усиливается, за­
метнее становится разница у 
срi (R) и <р3(Я) (z=0,06). Затем
ф,-(Я) становятся почти плоскими 
в пределах R ~  1 сначала у  основ­
ной компоненты при z = 0 ,l , потом 
у второй и третьей гармоник при 
z=0,15. В середине прожекторной 
зоны все ср, (Я) соответствуют сфе- 
рической расходящейся волне. 
В пучке с более плавным измене­
нием амплитуды описанные фазо­

вые распределения «мягче», но характерные расстояния, на которых про­
исходят эти изменения, такие же. Например, при z=0,24 фазовые распре­
деления не зависят от значений параметра М. Параметр N  не влияет па 
функции срi(R) .  Фазовые распределения* показанные на фиг. 14, очень 
похожи на экспериментальные кривые, приведенные в книге [9].

Проведенный расчет показывает, что такие характерные особенности 
нелинейного распространения пучков, как несимметричное искажение, 
превышение пиковым значением возмущения величины, заданной на гра­
нице, в пучках с равномерным распределением амплитуды проявляются 
очень ярко. Построенные области ударной волны, начиная со значений 
N = 3, не зависят от степени однородности амплитудного распределения. 
Сравнение функций pn(z) и / ( z )  на оси пучка позволяет сделать вывод, 
что максимум функции p„(z) в значительной степени определяется фазо­
выми соотношениями между гармониками. Гармонический анализ дает 
возможность проследить за поведением амплитуд и фаз гармоник. Ампли­
тудное распределение основной волны, однородное па границе, вскоре 
теряет эту однородность и становится куполообразным. Амплитудные рас-

Фиг. 13. Изменение фаз гармоник на оси 
при распространении. Номер кривой со­
ответствует номеру гармоники, i = 1, 2, 3

Фиг. 14. Распределение начальных фаз гармоник поперек пучка на разных расстоя­
ниях (z=0,02; 0,06; 0,1; 0,15; 0,25) от границы. Номер кривой соответствует номеру

гармоники, t= l, 2, 3
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пределения гармоник следуют за основной компонентой. Волновые фрон­
ты этих волн из плоских превращаются в сферические сходящиеся, а за ­
тем через плоские в сферические расходящиеся. Примерно в середине 
прожекторной зоны амплитудные и фазовые распределения соответству­
ют сферической расходящейся волне и не зависят от амплитудного рас­
пределения на границе. При однородном распределении амплитуды с рез­
ким переходом в область тени при N = 3  обнаружено раздвоение макси­
мума н амплитудном распределении, усиливающееся при увеличении N. 
На основе сравнения решений линейного параболического уравнения с 
мнимым коэффициентом диффузии для амплитуды гармонического сиг­
нала и уравнения Гельмгольца с соответствующим граничным условием 
определены границы применимости квазноптического приближения для 
дайной задачи.
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