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При решении многих задач механики сплошных сред, как известно, удобно 
пользоваться пространственным («эйлеровым») способом описания движения, при 
котором в качестве независимых переменных выбирают координаты фиксированной 
точки пространства х, у, z и время I (здесь и далее используются только безраз­
мерные пеличины). Зачастую оказывается, что эйлерово поле скоростей V(х, у, 2, t) 
в той или иной задаче описывается функцией v(x—t, у, z), по конкретному виду 
которой затруднительно, пе проводя перехода (не всегда реально осуществимого) 
к отсчстному способу описания (в частности, к «лагранжеву»), указать, как же 
движутся отдельные частицы среды. Так, если v — периодическая по времени функ­
ция и среднее ее значение равно нулю, то это еще не означает, что и движение 
частиц среды периодично по t, и даже не означает, что величина их смещения 
ограничена. А если среднее по времени значение функции v отлично от нуля, то 
отсюда еще не следует вывод, что имеет место дрейф частиц. Действительно, сред­
няя эйлерова скорость, вообще говоря, не отражает истории перемещения отдельной 
материальной частицы: ее значение получается путем осреднепия по t скоростей 
различных частиц, проходящих через фиксированную точку пространства. Однако, 
как замечепо в работе [1], имеются исследования, в которых верно рассчитанные 
поля эйлеровых скоростей (в частности, в несжимаемой жидкости) интерпретируют­
ся неправильно вследствие того, что при истолковании полученных результатов 
смешиваются пространственная и отсчетная точки зрения: о характере движения 
частиц судят по осредненны.м по времени нолям эйлеровых скоростей.

Заметим, что подобный подход, являясь, разумеется, неверным, тем не менее 
в задачах «первого приближения» (например, в линейной акустике) дает правиль- 
ный результат, т. с. результат, точность которого соответствует точности указан­
ного приближения. В работе [2] II. II. Андреев указывал на необходимость четко 
различать эйлеров и лагранжев способы описания движения уже «во всех вопросах 
второго приближения».

Данная заметка посвящена кинематике частиц сплошной среды, в которой воз­
буждено одномерное волновое движение, и ставит целью дать простой рецепт уста­
новления таких важных кинематических характеристик, как финитность и перио­
дичность движения частиц среды по эйлерову нолю скоростей у(х—t) без перехода 
к отсчстному способу описания движения. (Напомним, что движение называется 
финитным, если при каждом фиксированном £ функция ?<(£) ограничена, т. е. ни 
одна частица не уходит с течением времени сколь угодно далеко от своего исход­
ного положения £.)

Рассмотрим одномерное движение сплошной среды вдоль координатной оси х. 
Положение в момент времени t некоторой частицы среды, координата которой при 
отсутствии возмущения равна £, обозначим через <?/(£):

*= ?((& ).
В механике сплошной среды предполагается, что движение однозначно обратимо 
в каждый момент времени [3], т. е. функция qt имеет обратную Qt и

(О q/(l) >0.

Штрих означает производную по аргументу, стоящему в скобках.
Условие (1) имеет простой геометрический смысл: возможно лишь такое одно­

мерное движение среды, при котором вектор, соединяющий две частицы и парал­
лельный оси х, не можот с течением времени ни обратиться в нуль, ни изменить 
своей ориентации на противоположную. Это условие соответствует аксиоме о взаим­
ной непроницаемости частиц сплошной среды, именуемой обычно просто «аксиомой 
непроницаемости» [3].

Оказываются справедливыми следующие три утверждения.
1. Инвариантность волнового движения. Для того, чтобы скорость жидкости 

в эйлеровых переменных х, t изменялась но закону бегущей волны v(x—t), необхо­
димо и достаточно, чтобы смещение частиц среды происходило по закону бегущей 
волны s ( l ~ l )  в  переменных £, t.

Действительно, если среда деформируется так, что смещение частиц описы­
вается функцией 6* (g—i0 , т. е.

(2) « i ( 0 - S - * ( 6 - O .

то s ( l ) = q о(5)—s, а выражение (2) может быть переписано в виде

(3) * ( 6 ) - « + в о ( | - 0  
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или
(4) =
Из определения эйлеровой скорости V (хч t) и равенств (3) и (4) получается

(5) V(xt t)=qt(Q t(x ) )= i-q o '(Q o (x - t ) ) .

Т. е. эйлерова скорость изменяется по закону бегущей волны v(x—г), где

(6) и(х— 0 = 1 —qo'(Qo(x—0 ) .

Доказательство необходимости также не представляет затруднений.
2. Критерий фииитности движения. Для финитности движения, описываемого 

функцией v(x—t), необходимо и достаточно ограниченности функции 
*

I  (х) =  J v (а) (1—у (а ) ) -1 da и положительности функции 1—v. 
о

Действительно, равенство (6) можно переписать так:
1— v ( o ) = q o ' { Q o ( o ) ) ,

где o = x —t. Тогда, согласно неравенству (1), получается, что l —v>0 . Инвариант­
ность волпового движения и равенство (2) позволяют записать соотношение (5) 
в следующем виде:
(7)
Решая уравнение (7), с использованием подстановки гг=£— £+s(g—t) получаем

т-М(т)
(8) s ( x ) =  J  г; (а) (t>(a) -  I ) -1 da +  const,

о
где т = | —t, а  — переменная интегрирования. Отсюда следует, что финитность дви­
жения равносильна ограниченности интеграла 1(х).

Из апализа выражения (8) с учетом положительности функции 1—v вытекает 
справедливость следующего, последнего и, как мы увидим далее на примерах, 
основного утверждения.

3. Критерий периодичности движения. Для периодичности движепия, описывае­
мого функцией у< 1, необходимо и достаточно периодичности функции v н равенст­
ва среднего значения функции (1—у) - 1 единице.

Наконец, приведем примеры использования полученных критериев. Для фупк-
....... ч-Г;

ции v, периодичной с периодом Т, введем обозначение В  =
о

а) Эйлерова скорость периодична и не имеет постоянной составляющей: 
v (o )= e c o so ; е < 1 ; o = x —t.

Периодично ли движение частиц среды? Вычисление величины В дает
2л

<9) В  =  (2л)-1 j * (1 -е  cos a ) -1 da =
о

(eP2- 2 p + e ) - 1dp =  ( l - e 2) - \

З Н



Здесь обозначено (}=е ‘а. Так как В^= 1, интеграл 1{х) оказывается неограниченное 
функцией и, значит, рассматриваемое движение не будет даже финитным, 

б) Эйлерова скорость периодична и имеет постоянную составляющую:
v(а) =  УЗ cos о—1. '

Очевидно, что v < \ .  Воспользовавшись результатом (9), получим

в = Т (2я)~ ‘ о
т. е. движение частиц среды оказывается периодичным с периодом, равпым 2л.

И в самом деле, если выполнять осуществимый для данного примера переход 
к отсчетному способу описания движения среды, разрешая для этого уравнение (7) 
относительно функции s, то получится, что смещение частиц описывается 2л — 
периодической функцией s (£—г), где функция .?(£) па интервале |£ |< я  равна
*S(S):
(10) 5 (g ) - 2 a r c tg  ((2-УЗ) t g 6 / 2 ) - | .

график которой изображен на фигуре.
Последний пример, таким образом, показывает, что наличие стационарной со­

ставляющей в эйлеровом поле скоростей не означает еще наличия дрейфа (ста­
ционарного в среднем перемещения) частиц среды.
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ОБ ИМГ1ЕДАНЦЕ ИЗЛУЧЕНИЯ КРУГЛЫХ ПЛАСТИН 
ПРИ РАЗЛИЧНЫХ КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ

Г . К . Спребиев
В практике часто встречаются случаи, когда круглые пластины, закрепленные 

по контуру, совершают колебания изгиба, излучая в окружающую среду. Правиль­
ное определение параметров этого излучения зависит от точности учета распределе­
ния колебапий поверхности пластины, которое в свою очередь обусловливается ха­
рактером закрепления пластин по контуру.

В работе [1] методом, предложенным Рэлеем, были вычислепы коэффициенты 
активных и реактивных составляющих имнеданца излучения для двух случаев 
идеального закрепления контура пластины -  жестко защемленного и свободно опер­
того, которые сопоставлены с результатами расчета для равновеликого круглого 
поршня. Характерным для обоих случаев является закрепление контура пластины, 
исключающее его поступательное перемещение.

Определим импедапц одностороннего излучения круглой пластины, находящей­
ся в безграничном жестком экране, контур которой закреплен упруго как относи­
тельно вращательных, так и поступательных перемещений, воспользовавшись мето­
дом, изложенным в работе [2]. Собственные значения и систему собственных функ­
ций, описывающих нормальную составляющую смещения пластины, необходимые 
для определения сил реакции среды и скорости колебапий центра приведения пла­
стины (точка О), получим в результате решения задачи о колебаниях пластины в 
вакууме при упругом закреплении контура.

Такая ситуация для пластины характеризуется силовыми краевыми условиями 
(фиг. 1) (Ма -  момент в каждой точке контура пластины, возникающий как реак­
ция на его вращение, Q„ -  сила, возникающая как реакция па поступательное пере­
мещение контура), которые определяют форму колебаний пластины. При осесиммет­
ричных колебаниях решение, характеризующее пространственное распределение ко-

f (1 -  (УЗ/2) cos а) “ 1 da =  1,
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