
Здесь обозначено (}=е ‘а. Так как В^= 1, интеграл 1{х) оказывается неограниченное 
функцией и, значит, рассматриваемое движение не будет даже финитным, 

б) Эйлерова скорость периодична и имеет постоянную составляющую:
v (а) =  УЗ cos о—1. '

Очевидно, что v < \ .  Воспользовавшись результатом (9), получим

в = Т (2я)~ ‘ о
т. е. движение частиц среды оказывается периодичным с периодом, равпым 2л.

И в самом деле, если выполнять осуществимый для данного примера переход 
к отсчетному способу описания движения среды, разрешая для этого уравнение (7) 
относительно функции s, то получится, что смещение частиц описывается 2л — 
периодической функцией s (£—г), где функция .?(£) па интервале |£ |< я  равна
*S(S):
(10) 5 (g ) - 2 a r c tg  ((2-УЗ) t g 6 / 2 ) - | .

график которой изображен на фигуре.
Последний пример, таким образом, показывает, что наличие стационарной со

ставляющей в эйлеровом поле скоростей не означает еще наличия дрейфа (ста
ционарного в среднем перемещения) частиц среды.
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ОБ ИМГ1ЕДАНЦЕ ИЗЛУЧЕНИЯ КРУГЛЫХ ПЛАСТИН 
ПРИ РАЗЛИЧНЫХ КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ

Г . К . Спребиев
В практике часто встречаются случаи, когда круглые пластины, закрепленные 

по контуру, совершают колебания изгиба, излучая в окружающую среду. Правиль
ное определение параметров этого излучения зависит от точности учета распределе
ния колебапий поверхности пластины, которое в свою очередь обусловливается ха
рактером закрепления пластин по контуру.

В работе [1] методом, предложенным Рэлеем, были вычислепы коэффициенты 
активных и реактивных составляющих имнеданца излучения для двух случаев 
идеального закрепления контура пластины -  жестко защемленного и свободно опер
того, которые сопоставлены с результатами расчета для равновеликого круглого 
поршня. Характерным для обоих случаев является закрепление контура пластины, 
исключающее его поступательное перемещение.

Определим импедапц одностороннего излучения круглой пластины, находящей
ся в безграничном жестком экране, контур которой закреплен упруго как относи
тельно вращательных, так и поступательных перемещений, воспользовавшись мето
дом, изложенным в работе [2]. Собственные значения и систему собственных функ
ций, описывающих нормальную составляющую смещения пластины, необходимые 
для определения сил реакции среды и скорости колебапий центра приведения пла
стины (точка О), получим в результате решения задачи о колебаниях пластины в 
вакууме при упругом закреплении контура.

Такая ситуация для пластины характеризуется силовыми краевыми условиями 
(фиг. 1) (Ма -  момент в каждой точке контура пластины, возникающий как реак
ция на его вращение, Q„ -  сила, возникающая как реакция па поступательное пере
мещение контура), которые определяют форму колебаний пластины. При осесиммет
ричных колебаниях решение, характеризующее пространственное распределение ко

f (1 -  (УЗ/2) cos а) “ 1 da  =  1,
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лебаний пластины (при условии, что потери энергии отсутствуют, пластина тонкая, 
однородная и нагибные деформации подчиняются закону Гука), ищется в виде (вре
менной множитель охр (-/со/:) опущен)

CuJt(,ktrla) +С 211а(к;г/а) J  ,
1=0

удовлетворяющим уравнению 

п неоднородным краевым условиям

5 я 
. 

1 ь

• d 2w  (г) v 

дг2 +  г

d w  ( г )  -I

d r  J
dw(r)

1 d «Г ’

0 — —1) I
d 3w ( r )  1 d 2w  (г) 1 d w ( r )  ]

V'----- -- 1 дг +  ;• д г2 г2 дг J
w(r)
------  при г= а .

с

Выше обозначено: г-текущ и й  радиус, / 0, /о -  функции Бесселя первого рода 
нулевого порядка от действительного и мнимого аргументов, Си, C2i -  неопределен
ные постоянные, /»*,•*=o>i-*2Ap/Z), Z > = /s io (2/г)3/ 12(1 —\,г) -  изгибная жесткость пласти
ны, d и с -  распределенные но периметру пластины момент сопротивления упругой

Фиг. 1. Расчетная модель круглой пластины, упруго закреп
ленной по контуру. rOz -  система координат, точка О -  центр 
приведения; 2а и 2h — диаметр и толщипа пластины, d  и с — 
распределенные но периметру пластины момент заделки

контура и гибкость заделки

заделки повороту контура пластины и продольная гибкость заделки, определяющая 
поперечное перемещение контура, v, р, /sjo -  коэффициент Пуассона, плотность и мо
дуль Юнга материала пластины, о), -  круговая частота моды /, i -  номер моды колеба
ний.

Подставив выражение (1) в формулу (2), используя рекуррентные соотноше
ния для функции Бесселя и условие наличия нетривиального решения, получим 
частотное уравнение

( \ - v - d j2 n D ) J l (ki ) -  kiJo(ki) / 0(Af) — A itCJa'h  (Л0/45СЭКВ
(3) ---------------------------------------------------+ ---------------------------------------------- --- О,

( i- \-d J2 T c D )Ii (ki ) -  k iI0(ki) / 0(fc<) -  4 n C A 3/i(*<)/45<7a.c.

где Ск—с/2яа -  суммарная гибкость контура, Сл<в= 2 а 2/450  -  эквивалентная гиб
кость шарнирно опертой пластины, rf,{= 2 nad -  суммарный момент сопротивления 
заделки контура.

На фиг. 2 приведены вычисленные но формуле (3) собственные значения рас
смотренной краевой задачи для случая v = 0 ,3 .  Отношение Сн/С0«в характеризует из
менение краевых условий от близких к свободно опертому краю Ch/C3lib->0 до усло
вий, приближающихся к свободному краю С к /й ж в - *00, a dK/D -  от условий, близких 
к свободно опертому краю dl{/D-+ 0, до условий, приближающихся к жестко защем
ленному краю d JD -*  о о .  Зависимости фиг. 2 показывают, что при малых CK/C9VM 
(до ~10-2) основное влияние на изменение /с, и, следовательно, собственных частот 
колебаний пластины будет оказывать реакция по угловым перемещениям края, а по 
мере увеличения С,</СэКв> Ю“ 2 все больше будет влиять реакция по поступательным 
перемещениям края пластины; влияние d J D  будет незначительным.

Система собственных функций с учетом выражения (1) определяется как
•(4) t i  (r)=W i (г) /  [ / 0 (kir/a) +Л{/ 0 (Л ,г /а )  ] /  ( 1 + Л , ) ,
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а  распределение скорости колебаний поверхности пластины на i-моде будет wt(r) =  
*=woifi(r), где woi -  амплитуда скорости колебаний центра приведения,

( 1  —V — du/2jiD) J i  (/cj) —kiJo{ki) J o ( k i )  —4я&13/ i(ki)Cd^SCB№

(l - v - d J2 j iD ) I l (k i ) - k iI0(ki) h (k i) —bnkfU  (&»)Сн/45£Экв

Дальнейший вывод, как и в работе [2], проведем в предположении, что формы
колебаний пластин в среде такие же, как в вакууме, источники на бесконечности от
сутствуют, область, в  которой задано распределение колебаний -  площадь пластины 
S = n a z} копечна.

a K/j7

Фиг. 2 Фиг. 3
Фиг.^2. Характер изменения собственных значений волновых чисел низшей моды 
колебаний круглой^ пластины в зависимости от соотношения унругостных парамет

ров собственно пластины и элементов крепления ее в экране
Фиг. 3. Зависимость от ка безразмерных коэффициентов активной оьц и реактивной 
рн составляющих импеданца излучения круглой пластины в плоском жестком экране 
на низшей моде осесимметричных колебаний при различных краевых условиях, ха
рактеризуемых собственными значениями: а  и — кривые: 1 — поршень; 2 — /г,=1,5: 

3 -  1,8; 4 — 2; 5 —2,23; 5 — 2,8; 7 — 3,2 (а); Ри — кривые 1—7 соответственно (б)

Имиедапц излучения ZSin определяется как отношение силы реакции среды на 
колебания пластины к амплитуде скорости колебаний центра приведения w0i- Реак
ция среды вычисляется интегрированием давления по поверхности пластины с уче
том форм ее колебаний. Давление па поверхности пластины выражается через по
тенциал скорости точечного источника Ф&(г) с единичной объемной скоростью, 
расположенного па плоском жестком экране. Таким образом, Zsin выражается как-

Z sin =  -  ■ ■■ -—--В |  j*/» (r )d S  J  |  Фв(r)wQi1i{r)dS,
Wq% s  s

где к -  волновое число для среды, (рс)„ -  акустическое сопротивление среды,

(5) Фв(г) = ex p (-/& r)/2 n r= (co s k r - j  sin кг)/2лг,

dS—rdrd{р -  элемент площади. Действительная и мнимая части выражения (5) оп
ределяют активную и реактивную составляющие имнеданца излучения через фор
мы колебаний пластины (4)

а

( 6 ) rsin =  /с(рс)п f/nO’W r  f  f  sin krli(r)dr  dtp;
о s0
a

x3i n =  k(pc)B f  f„ (r )rd r  f  f cos krfi(r)drd(p.
0
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Выражения (6) позволяют вычислить безразмерные коэффициенты пмпсданца 
излучения а ,п= г „ п/(р с )в5  и Ро,=**«п/(рс)в5 как собственные n = i, так и взаимные 
(мод i и п) для различных краевых условий. Результаты расчетов для низшей моды 
колебаний пластин приведены на фиг. 3, а, б. Они показывают закономерности из
менения а ц  и Рп в диапазоне /са=0, . 4  при различных условиях сопряжения края 
пластин с экраном. Очевидно, по мере «ужесточения» связей, ограничивающих по
ступательные и вращательные перемещения края пластины, изменяются формы 
колебаний, что приводит к уменьшению активной и реактивной составляющих им- 
педапца излучения. Изменение краевых условий, ограничивающих поступательные 
перемещения от свободного края к свободно опертому, приводит к большим изме
нениям импедапца излучения (кривые 1-5 ), чем когда преобладают связи, ограни
чивающие поворот края (кривые 5-7). В нервом случае происходит почти шести
кратное изменение а ц  и четырехкратное изменение рц, во втором -  двукратное из
менение а , ,  и р,,.

На низких частотах, при Аа<0,3, для рассматриваемых краевых условий рц пре
восходит a M более чем вдвое. С увеличением ка эта разница уменьшается, и равен
ство а ц  и р,, наступает в интервале Ая—1.34 ...2 . Причем чем жестче закреплен 
контур пластины, тем при больших значениях ка.
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