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Рассмотрен вывод эквивалентных электромеханических и электро
акустических схем для твердых и жидких слоев сферической формы. 
Приведены формулы для расчета параметров эквивалентных схем на 
произвольной частоте и в области низких частот, в том числе для топ
ких слоев.

В ряде технических задач акустики требуется оценка свойств различ
ных твердых и жидких слоев, плоских, цилиндрических или сферических. 
Обычные способы расчета многослойных структур требуют знания свойств 
'предыдущих слоев для расчета последующих [ 1 , 2 J, что не всегда удобно. 
Применение эквивалентных электромеханических схем позволяет рассмат
ривать свойства каждого слоя независимо от остальных. N

Рассмотрим эквивалентные схемы для сферического слоя, способ их 
построения и особенности на различных частотах. Сферический слой пред
ставим как механический четырехполюсник. В качестве интенсивных и 
экстенсивных переменных выберем силы и колебательные скорости соот
ветственно. Колебания будем считать гармоническими и радиально-сим
метричными. Тогда уравнение движения и закон Гука можно записать 
в виде [3]
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где Тгг, Т оо, Tw  — компоненты тензора механических напряжений, р — 
плотность материала, и — радиальное смещение, со — круговая частота, 
Е  — модуль Юпга, о — коэффициент Пуассона, г — радиус-вектор. 

Условия на поверхностях (граничные условия) запишем в виде
F x= - 4 я г 12Г r r ( ^ i ) , k , = / ( o u ( г , ) ,

( 3 )
F 2= - /mr22Trr(r2), й2= - т и ( г 2),

где F j, F z — силы, действующие на поверхностях слоя, й1у й2 — колебатель
ные скорости, г1} г2 — радиусы, причем ипдекс 1  относится к внутренней 
поверхности, а индекс 2  — к наружной.

Совместное решение (1) —(3) приводит к соотношениям

г /ri= Z 2(T)(«1+ ii2) +£цг)й17
t  F2= Z 2{it) (u i+ u 2)+ Z 2(T)u2,
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которым, согласно первой системе электромеханических аналогий [4], 
можно поставить в соответствие эквивалентную схему, изображенную на
фиг. 1. При этом механические импеданцы равны:

м 4 пЕ
Zz<T) =  г

f(ofcWt( l —2o) (1 + о ) ’

(5 )

где

Z * T)= Z “ T) [ x , l W s ( х 2, х , )  —2 а х ,  j - ~ - 1 J ,

Z"r)= z " T) [*,4?, (*„*,)+. 2охг̂ ~ -  l]  ,

W i=j, (x,) n,i (xz) —]\{х2) nl (a;i) >
W3(x2, xC) = / , {x2) п0(х{) - щ {x2) j 0(x t) + 2 W Jxu 
W3(xu x2) = j l(x l)n0(x2) - n i (xl) i0(Xb)-2W ,/x2,

X i=kru х2= к г2, к =
0)

- 4
E  (1—o)

c - p ( l+ a )  ( 1 —2 o) ’
с — скорость звука в слое, к — волновое число, ; v(a:), nv(x) — сферические 
функции Бесселя и Неймана [5].

Значительный интерес представляет эквивалентная схема, изображен
ная па фиг. 1, в области низких частот. Раскладывая выражения (5) в ряды 
по частоте и ограничиваясь первыми двумя членами каждого ряда, 
получим
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где — механические податливости, Мнт) — эквивалентные массы, та — 
масса сферического слоя. Эквивалентная схема в области низких частот 
приведена на фиг. 2. Для тонкой'сферической оболочки (толщина слоя 
значительно меньше радиуса -  А==г2- г 1 < г ср= ( / 42+ г 1 ) /2 , приближенно 
получим:
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Если внутренняя поверхность сферы свободна (^ ,= 0 ) ,  то механиче
ский импеданц со стороны наружной поверхности равен
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или для тонкостенной сферы
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Заметим, что приведенные выше выражения (4) —(9) могут быть по
лучены из эквивалентной схемы пьезокерамического преобразователя 
сферического типа [6 ], если учесть отсутствие у материала пьезосвойств и 
анизотропии.

' 344



Часто вместо электромеханических эквивалентных схем удобно поль
зоваться электроакустическими. При этом в качестве интенсивных и 
экстенсивных переменных принимают соответственно давления P i= F JS i  
и  объемные колебательные скорости V ^ й \ (Si — площади поверхностей). 
Внешний вид эквивалентной схемы при этом не изменится (фиг. 3), но

Ф и г . 3. Э к в и в а л е н т н а я  э л е к т р о а к у с т и ч е с к а я  с х е м а  с ф е 
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р и ч е с к о г о  с л о я  в  о б л а с т и  н и з к и х  ч а с т о т  (а  -  д л я  т в е р д о 

г о  с л о я , б -  д л я  ж и д к о г о )

вместо механических импеданцов появятся акустические, связанные с ме
ханическими импеданцами соотношениями
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В области низких частот схема имеет вид, представленный на фиг. 4, а , 
и параметры ее выражаются как
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С,1 (Г )= 2 я г 13 (1  + о )  /Е , С ц т)=—2лгг3 (1  + а )  /Е ,
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Аналогичным образом рассчитываются параметры эквивалентных элек

тромеханических и электроакустических схем жидкого сферического 
слоя, при этом
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В выражениях (10) с, — скорость звука в жидкости, a:,—A5,rlf я2=&,г2, 
кх=(о/сх. Соответственно в области низких частот эквивалентная схема 
жидкого слоя приобретает вид, изображенный на фиг. 4, б с параметрами:
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Наличие внутренних механических потерь при прохождении волны че
рез слой петрудно учесть введением комплексного модуля упругости [7].

Метод эквивалептпых схем применялся для расчета влияния покрытия 
на характеристики пьезокерамических преобразователей и в ряде других 
задач и позволил значительно сократить объем вычислений без сущест
венного снижения точности.
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