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РАССЕЯНИЕ И УСИЛЕНИЕ ЗВУКОВЫХ ВОЛИ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ВИХРЕМ

Г .  М . Г о л е м ш т о к ,  А . Л . Ф а б р и к а н т

Рассмотрена устойчивость цилиндрического вихря и рассеяние на 
нем звука. Для вихрей с кусочио-постоянПой завихренностью получены 
дисперсионные уравнения с учетом малой вязкости в ядре вихря. Ис­
следовано рассеяние звука на колебаниях вихря как целого, поглощение 
за счет вязкой диссипации в ядре и резонансное поглощение (усиление) 
звука на вихре в идеальной жидкости за счет резонансов цилиндриче­
ских гармоник с угловой скоростью вихря.

Взаимодействие малых звуковых колебаиий с вихревыми течениями 
определяет многие акустические явления: аэродинамическую генерацию 
звука, распространение звука в турбулентной среде и т. д. Изучение рас­
сеяния акустических волы на вихрях важно для диагностики вихревых 
течений и управления турбулентностью. В данной работе рассмотрены 
цилиндрические вихри: безграничные аксиально-симметричные течения 
с замкнутыми линиями тока. Колебания таких течений рассматривались 
ранее в связи с проблемой разрушения концевых вихрей за крылом само­
лета [1] и смерчей [2], а также при исследовании устойчивости вращаю­
щихся струй [3, 4] и др.

Рассмотрим стационарное течение, скорость которого в цилиндриче­
ских координатах: F r= 0 , Уф=гЙ (г), VZ= U = const, а давление Р(г) =  
=  $ рrQ2dr. Здесь Q — угловая скорость вращения, р — плотность. 
Линеаризуем уравнения Навье — Стокса в цилиндрических координатах 
и разложим малые возмущения скорости v = (y r, уф, uz) =  (v, йу w), давле­
ния p и плотности р этого течения но цилиндрическим гармоникам 
exp (i(ot—in ф—ikz). Тогда для амплитуд гармоник vy и, wy р получим:

Здесь штрих означает d/dry а возмущепия давления и плотности связаны 
через локальную скорость звука: p = c zp. Пренебрегая вязкостью (v = 0 ), 
выразим из (1) амплитуды компонент скорости через амплитуду давления 
и при отсутствии стратификации (р '= 0 , с '= 0 ) мы получим уравнение
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для амплитуды давления:

где а=2Й +г£У — завихренность невозмущенного потока, х=со—nQ—kU, 
Р = х 2—2aQ. Если пренебречь сжимаемостью это уравнение силь­
но упрощается и в двух частных случаях сводится к уравнению Бесселя: 
для потенциального течения (а = 0 , £2~г~2)

(3) (р /х )"  +  — ( р / *У - ( п 9/ 1*+ к *)  (р /к )=  О
г

и для однородно-завихренного течения (£2=const)

(4) р " +  - i-  р '~  (п2/г2+ к 2 - 4й2Й2/х 2) р = 0.

Для двумерных (fc=0) несжимаемых возмущений из (2) можно полу­
чить уравнение для амплитуды функции тока ур:

(5) 1[//+г|)/г+ £— (Й "+ЗЙ 7г) — n2/r2j  yp=Q,

через которую выражаются амплитуды скорости и давления: ц=я|/,. 
u=inyp/r, р=р(кг\р'/п.+аур). Как и уравнение Релея для амплитуды функ­
ции тока колебаний плоскопараллельного течения [5], уравнение (5) со­
держит особые точки г„, в которых частота колебаний (с учетом доппле­
ровского сдвига за счет движения по вертикали z) кратна угловой скоро­
сти потока: х = о )—kU—п£2(гп) =  0. Для сшивки решений по обе стороны 
от особой точки /*„, очевидно, необходимо, как и в уравнении Рэлея, вос­
пользоваться правилом обхода Линя: использовать нарастающие во вре­
мени решения (1 т е )< 0 ) ,  которые затем аналитически продолжаются на 
случай нейтральных или затухающих решений (Im со^О) [51.

Отметим, что в уравнении (5) вычет коэффициента в особой точке гп 
пропорционален производной от завихренности стационарного потока: 
a /=3Q '+rQ //; в уравнении Рэлея вычет в особой точке имеет тот же смысл 
и пропорционален второй производной профиля скорости плоскопарал­
лельного течения. Можно доказать также (см. [6]) утверждение, анало­
гичное теореме Рэлея [5]: нарастающие возмущения в невязком цилинд­
рическом вихре могут существовать лишь при наличии точек, где завих­
ренность экстремальна: а '= 0  (в нлоскопараллельпом течении это — точки 
перегиба профиля скорости).

Найти общее решение (5) удается лишь для течений с а '= 0  (т. е. 
й (г) = В + у1/г2) — это течения с постоянной, либо равной нулю завихрен­
ностью. Если А = 0 , либо 5 = 0 ,  то можно решить не только (5), но и более 
общую — трехмерную задачу, воспользовавшись уравнениями (3) либо 
(4). Непрерывный профиль угловой скорости аппроксимируется модель­
ным профилем, составленным из нескольких частей с однородной завих­
ренностью (а '= 0 )  и разграниченных тангенциальными разрывами или 
изломами скорости. Для такого «кусочного» профиля можно исследовать 
малые возмущения, «склеивая» решения в каждой из частей с помощью 
граничных условий на разрывах. По аналогии с плоскопараллельным те­
чением, где уравнение Гэлея допускает точное решение для кусочпо-ли- 
нейных профилей скорости, назовем такую «кусочную» аппроксимацию 
с последующей склейкой точпых решений па разрывах алгебраическим 
методом.
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Граничные условия на цилиндрическом тангенциальном разрыве ско­
рости, расположенном при г = а + £  (£ — смещение колеблющейся границы 
относительно г = а ) , заключаются в непрерывности па движущейся грани­
це давления и нормальной к этой границе компоненты скорости. Для 
амплитуд возмущений эти условия записываются в виде [2, 3]

С помощью этих граничных условий мы будем сшивать в соседних обла­
стях потока решения уравнений (3) или (4) для амплитуд.

Мы рассмотрим здесь простейшие «кусочные» профили угловой скоро­
сти, содержащие только один разрыв, который разделяет внешнюю 
область потенциального течения и ядро вихря с потенциальным 
(фиг. 1, А) либо с однородно-вращающимся (Q=const) течением

Я

Фиг. 1. Профили угловой скорости для цилиндрических вихрей с кусочыо- 
постояшюи завихренностью: А -  с иотенциальпым ядром, Б  -  с однородно

вращающимся ядром

(фиг. 1, Z>). Исследуем устойчивость таких течений в идеальной жидко­
сти — обобщение задачи Кельвина — Гельмгольца для цилиндрической 
геометрии. В  дальнейшем мы будем полагать U = 0, т. е. рассмотрим дву­
мерные течения с замкнутыми линиями тока. Обобщение полученных ре­
зультатов на случай £/¥= 0 очевидно: надо лишь учесть 1 1 Ф 0 в выражениях 
для х , входящих в дисперсиопныс уравнения и другие формулы (см. 
13, 4], где исследовалось влияние вращения на устойчивость жидких 
струй). Столь же тривиален учет капиллярного натяжения на разрыве 
(см. [3 ]).

Решения уравнений (3) или (4) мы выберем, учитывая ограничен­
ность собственных решений при г-*-0, г-*-оо. Во внутренней области 
(ядре) вихря это — модифицированные функции Бесселя первого рода 
/ п, а во внешней области — второго рода К п. С помощью алгебраического 
метода мы получим дисперсионное уравнение для собственных значений 
частоты со возмущений в кусочно-потенциальных течениях (фиг. 1,-4):
(7) р,[х i2Z {n (ka) + f i ,2 ] = р 0 [ x 02Zon (ka) + Q 02 ].

Здесь индексы i и о означают соответствующие величины во внутренней 
и во внешней областях, в частности: {^=£} (г = а —0), Q0= & (г = а + 0 ) , 
Zin(k a )= [ I n(kr)lrIn'(kr) ]г=а, Zon(ka) =  [K n(kr)/rKn' (kr) ]гява. Аналогично 
имеем дисперсиопное уравнение для вихрей с равномерно вращающимся 
ядром (фиг. 1,23):

(8) рi х «У  ̂  Zin~l (ska) -  j  +Q i2J = p 0[x 02Zon(/ca)+Q02],

где s = ( l —4C2,2/x,2) ,/z. Различные частные решения этих уравнений рас­
сматривались в работах [2—4]. В частности, для вихря Ранкина (Q,=Qo= 
= Q ), устойчивость которого показана еще Кельвипом [7], частоты собст­
венных двумерных ( к = 0) колебаний равны: ci),=Q(n—1), co2=firc.
3 Акустический журнал, Л? 3 385



В вязкой среде разрывы размываются в сдвиговые слои конечной ши­
рины, где малые возмущения имеют довольно сложную структуру [5J. 
Можно, однако, модельным образом оценить влияние вязкости па колеба­
ния вихрей, оставаясь в рамках алгебраического метода и ограничиваясь 
исследованием «кусочных» профилей скорости. Для этого, подобно тому 
как это делалось ранее для плоского тангенциального разрыва [8], мы 
рассмотрим разрыв между вязкой и невязкой средой, т. е. учтем вязкость 
только в ядре цилиндрического вихря.

Решения уравнения (3) для малых возмущений в потенциальном те­
чении идеальной жидкости тождественно удовлетворяют и более общей 
системе (1) для несжимаемой (с-*-«>) вязкой жидкости, если положить 
в пей a=2Q-f-r£2'=0. Для однородно-вращающейся жидкости (£2=const) 
системе (1) (где с-*-00) тождественно удовлетворяют двумерные невязкие 
колебания: решения уравнения (4) при к-*-0. Таким образом, в этих двух 
частных случаях учет вязкости ие изменяет решения, полученные для 
малых колебаний в идеальной жидкости. Повышение же порядка уравне­
ний при учете вязкой диссипации приводит к появлению дополнительных 
линейпо-пезаиисимых решений, которые при больших числах Рейнольдса 
быстро осциллируют и затухают. Для исследования таких решений мы 
в системе (1), где с-**<», оставим лишь члены старшего порядка по числу 
Рейнольдса:

ix u = v u '\ inw =vw "} v'=inuir+ikw ,
2 Q u = * p '/p

и тогда решение, быстро спадающее при удалении от границы г = а , имеет 
вид

/ in ik \ , 2р£2 >г
(9) u=Ne> v=  (----N +  —  Н ) е, и>=//е, р = ------ iVe,

\  qa q / q

где е=ехр  lq (r—a) ], q=^iyt/v (Re g > 0 ) , N и H — произвольные констан­
ты. Динамические граничные условия — непрерывность нормальных к по­
движной границе компонент потока импульса, т. е. компонент oihnh тен­
зора напряжений [9] (п — единичный вектор, нормальный к разрыву). 
В линейном приближении по амплитуде колебаний мы можем считать 
непрерывными на невозмущенной границе г = а  величины:

агг~Н

агф-К

о (0) 
О О г г

Огф ■ К  _

дг ад ср

до г ? (0) К
дг ад ср

до,? (0)
Сгф II

[

и mv 1
и/ — -  -  —  +  ( г С Г + Й ')  Ц  p v tf ,

дг ад ср
=  [wr—ikv]pvE.

Здесь — невозмущенпый тензор напряжений, Е = с х р —imp—ikz) .
Эти граничные условия вместе с кинематическим условием (непрерыв­
ность величины v /k )  позволяют сгпить невязкие решения уравнения (3) 
во внешней области вихря и линейную комбинацию певязких и затухаю­
щих вязких (9) решений для колебаний в ядре вихря. Для кусочно-потеп- 
циальных течений мы получим вместо (7) дисперсионное уравнение с уче­
том малой вязкости:

[ 2 iv
Qi2+ K i ZZ in + ----- (x,4-4£2i2+3ttXiQi+

х,-а2 ‘
+ n zy i i2Z in2— 2 n zX i ZZ in - A i n Q i y . i Z in— 2 k 2a 2K i 2Z in)
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Аналогичным образом мы получим дисперсионное уравнение для двумер­
ных возмущений в вихрях с однородно-вращающимся ядром с учетом 
малой вязкости внутри него:

po(nQo2- x 02) = p i[nQiz-\-y,i (y.i+ 2 Qi) ]
4 iv
а‘

РгП-(п— l)Xi.

Малая поправка к частоте <о=о)о+Л<о, обусловленная вязкой диссипацией 
для вихря Ранкина, принимает значение в первом приближении Ао>= 
= iv n (n —1 )/а г и определяет затухание собственных колебаний.

Рассмотрим теперь рассеяние звуковых волн на двумерном вихре 
с характерной частотой £20 и размером а, малым по сравнению с длиной 
звуковой волны Я=2лс/со. Разложив плоскую звуковую волну, распро­
страняющуюся в плоскости xz, по цилиндрическим гармоникам, мы полу­
чим поле амплитуды ехр (ш 1 —ikz) возмущений давления вдали от вихря 
в виде

p = e - ^ r  cos ф +  =  \ !  — —  V  ( _ Л «  е X

У г f 2 пцг
7i = — »

X j V " 1г-ял/2-„л,+ У  е- ‘<лг-пп/2-п/4)

] ■

Здесь л = у  ((о/с)2—/с2 =
О) cos 0

- у -  W

/ ( ф )=  fne~i n амплитуда рассея-
n*i-'

ния. Коэффициент отражения R n каждой цилиндрической гармоники вы­

ражается через парциальную амплитуду /11=Т /,—-—(Rn—1). Дифферен-
' 2ят)

циальпое сечение упругого рассеяния

1 +°*
С̂Ге= |/ (ф )  |2d<p =  —- V (Rn—1) 1)е'

2яг| а—I
(т-п)ф dcp

п т я - о о

определяется набором коэффициентов отражения R n для цилиндрических 
волн с /1=0, ± 1 , ± 2 , . . .  Однако при т\а< 1 вихрь целиком находится в 
певолновой зоне, где звуковое поле цилиндрических гармоник убывает 
как г2|я|. Поэтому коэффициенты отражения мало (< (а /Я )2,п|) отличаются 
от единицы, так что сечения рассеяния и поглощения определяются лишь 
первыми гармониками.

Решая уравнение (2) при п= 0 методом сращиваемых асимптотических 
разложений [10] по малому параметру т]а~£2а/с~(оа/с, нетрудно показать, 
что в первом приближении по (ца)2< 1  коэффициент отражения для пу­
левой гармоники /?о=1. Для |л .|^ 1  в области вне ядра вихря (г> а) 
можпо пренебречь движением среды (£2=0). Решение уравнения (2) 
здесь принимает вид

(Ю) Р = н 1 1) (rir) +R n H »> ( 4 r) =  ( l+ R n) I n( v ) + i ( l - R n)N n(r]r).( 2 )

В квазистатической области г<|тг|с/со можно пренебречь сжимаемостью, 
а также (при тг^О) наклоном волнового фронта к оси z : к а <  1. Для дву­
мерных несжимаемых возмущений в идеальной жидкости мы получим 
уравнение (5) для амплитуды функции тока, через которую можпо выра­
зить амплитуду давления. В промежуточной области решение
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уравнения (5) имеет вид

ty=F(r/a) ln,+ G  (rj а) “ ,п|,
(и )

P—po)[F(r/а ) |п|—G(r/a) _lnlJ .

Сравнивая это решение с асимптотическим поведением решения 
в области т|Г<1, мы получим в первом неисчезающем приближении

« „ = 1  +
2 ш

Ы ! ( Ы  —1)!

(Ю)

где qn= G jF . Таким образом, чтобы найти коэффициент отражения пар­
циальных волн с |тг|^1, необходимо решить уравнение (5) для амплиту­
ды несжимаемых двумерных возмущений с граничными условиями (11) 
при г - * - ° о  и определить величину qn= G /F .

Для п = ±  1 такое решение имеет вид я|>=^4г(Q^co), и при г > а , где дви­
жение потенциально (Й «Й 0г-2), имеем ty=A (Йо/г^сог). Величина q±l=  
—-ьЙо/со действительна, так что в идеальной жидкости отражение первых 
цилиндрических гармоник является упругим. Этими гармониками опреде­
ляется дифференциальное сечение упругого рассеяния плоской волны:

(13) dOa =
па

(Й0a cos 0/с)3 (<й/Й0) sin2 <p dq>.

Рассмотрим поглощение звука на вихре, определяемое вязкой дисси­
пацией в процессе рассеяния. Сечение вязкого поглощения можно оце­
нить с помощью алгебраического метода для «кусочных» профилей угло­
вой скорости Й. Сшивая на границе г = а  решение с учетом малой вязкости 
внутри ядра вихря и решение (И ) вне ядра, имеем

_  ро(х02+ 1п\Й02) —pf (%iTn+ 1n |Й*2) + 2 ivpiXiSn/a2 
P° Ыо2— I n Iй 02) + p  i (к<Тп+ 1 n I Qiz) —2 iypiK iSJa 2 *

где для кусочно-потенциальных течений (фиг. 1 ,А ): Тп==хи S n=

= 2 (п г—\п \)------ - (  \п 1—4 + 4 ----- )  , а для вихрей с однородно-вращающим-
X, \ х* /

ся ядром (фиг. 1 ,5 ) : Tn= K i+2nQi/\n \J S n= 2 {n 2 — \n \) . Рассмотрим ве­
личину

(14) lils#_
гс| ! (Ы — l) !^ 2[x i7Tn+ k l Q i2+ (xo 2— Ы й 02)ро/рД2 1

которая характеризует поглощение цилиндрической волны. Для вихрей 
с однородно-вращающимся ядром знак выражения (14) определяется зна­
ком величины х,=со—тгЙ<: если х * < 0 — зпак усиливается (|Д П|> 1 ) .  
В частности, для вихря Ранкина (р0=р*, Й0=Й»=Й)

1 - [ Д п 1

8 jw
( IтгI — 1)! ( Ы —2) \а‘ m

2 \ п \ X
(х+Й )

Усиление звука вращающимся жидким цилиндром представляет собой 
акустический аналог эффекта, рассмотренного Я. Б. Зельдовичем, кото­
рый показал возможность усиления электромагнитных волн при рассея­
нии на вращающемся проводящем цилиндре, а также гравитационных 
волн на коллапсирующем вращающемся теле [11].

Заметим, одпако, что мехапизм вязкой диссипации звука в рассмотрен­
ных нами примерах специфичен и пе сводится к простому поглощению 
звука. Как показано выше, такое поглощение отсутствует для двумерных 
потенциальных колебаний в однородно-завихреппой жидкости. Диссипа­
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ция же звука, преломленного на разрыве, определяется линейной транс­
формацией в быстрозатухающие вихревые колебания (14).

Рассмотренные выше простые примеры являются модельными, и по­
лученные решения заведомо непригодны при переходе к непрерывному 
профилю скорости, если ширина размытия разрыва I не мала по сравне­
нию с вязким масштабом Zv=yv/x<. В обратном предельном случае, когда 
профиль £2 (г) гладкий и Z>ZV, мы можем пользоваться приближением 
идеальной жидкости и решать уравнение (5), учитывая наличие малой 
вязкости лишь вблизи особых точек ci)=rcfi(r) = 0 . При этом учет малой 
вязкости сводится к правилу обхода Линя [5]. Линейная трансформация 
в быстроосциллирующую моду в окрестности резонансных точек рассмат­
ривалась для различных типов волн [12]. В частности, для звука исследо­

ван механизм поглощения и усиления за счет резонанса волны с части­
цами плоскопараллельного потока [13, 14].

Здесь мы исследуем резонансный механизм усиления звука при отра­
жении от цилиндрического вихря с произвольным непрерывным профилем 
угловой скорости Q(r).  Для этого рассмотрим интегральное соотношение, 
подобное полученному Майлсом для плоскопараллельных течений [15]. 
Умножим (5) на пр' и проинтегрируем от г = 0  до г= г0> а  (а — размер 
вихря). Мы получим

где гп — резонансная точка: £2(гп)=(о/я . Заметим, что особая точка в ре­
шении уравнения (5) и связанный с ней механизм диссипации в идеаль­
ной жидкости существуют лишь при 2. Используя решение (11) для

Таким образом, знак диссипации — усиление либо ослабление цилиндри­
ческой звуковой волны при отражении от вихря — определяется знаком

завихренность монотонно убывает при удалении от оси вихря, и, следова- 
тельпо, звуковая волна усиливается при отражении. При этом сечение 
поглощения плоской волны на цилиндрическом вихре в идеальной 
жидкости

! гп?2 0,5 со /Я 0

Фиг. 2. Величина Im д2 
для вихря с гладким 
профилем угловой ско- 'О

рости

2D -

п

г » а ,  мы положим
ф' п F  (r/a) lnl—G {г/а) ” |п|

и из (12) получим
-ф г F {r /a )M+ G {r/a )-""

1— 1-йп|2= 4 л г/г-2[ ( Ы — 1) !]~2(т)Го/2)2|" |Ь|’+

п

производной от завихренности а '= 3 Q '+rQ " в резонансной точке. Обычно

будет отрицательным. Для впхря с профилем Q = Q 0 ( r / a )  2 [ 1—exp { — г l a 2)  ] 
величина Im q2 получена численным расчетом (фиг. 2).
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Следует отметить, что при со<Й0 сечения поглощения (15) и упругого 
рассеяния (13) оказываются одпого порядка по малой величине Q,0alc. 
Таким образом, рассеяние низкочастотной плоской звуковой волны на ци­
линдрическом вихре в идеальной жидкости определяется двумя физиче­
скими процессами: упругим рассеянием звуковой энергии па колебаниях 
вихря как целого (гармоники п = ±  1) и резонансным усилением гармони­
ки п = 2. Естественно ожидать также, что резонансное усиление звука 
играет существенную роль и при распространении инфразвука в турбу­
лентной среде со случайпымщаспределением вихрей.

Авторы выражают признательность А. А. Андронову за постановку 
задачи и обсуждение.
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