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Р а с с м о т р е н  п л о с к и й  с л о и с т о -н е о д н о р о д п ы й  в о л н о в о д , з в у к о в о е  и о л е  
м к о т о р о м  о п и с ы в а е т с я  о р т о г о н а л ь н о й  с и с т е м о й  н о р м а л ь н ы х  в о л н . 
П р е д п о л а г а л о с ь , ч т о  в  в о л н о в о д е  р а с п о л о ж е н ы  п е р и о д и ч е с к и  д и а ф р а г м ы . 
В ы в е д е н о  д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е  д л я  э т о й  с т р у к т у р ы . О тм е ч е н о , ч т о  
т а к о е  ж е  у р а в н е н и е  б у д е т  с п р а в е д л и в о , н а п р и м е р , и  д л я  к р у г л ы х  в о л ­
н о в о д о в  с  д и а ф р а г м а м и . Ч и с л е н н о  и с с л е д о в а н а  м о д е л ь  п л о с к о г о  д в у х ­
с л о й н о г о  в о л н о в о д а  с  ж е с т к и м и  г р а н и ц а м и . С ч и т а л о с ь , ч т о  сл о й , в  к о ­
т о р о м  р а с п о л о ж е н ы  д и а ф р а г м ы ,— з в у к о п о г л о щ а ю щ и й . П р и в е д е н ы  п р и ­
м е р ы  р а с ч е т о в  з а в и с и м о с т и  п о с т о я н н о й  з а т у х а н и я  в о л н ы  о сн о в н о го  
т и п а  о т  п е р и о д а  с т р у к т у р ы .

Диафрагмированные волноводы широко применяются в технике элек­
тромагнетизма как устройства, с помощью которых можно эффективно 
управлять распространением электромагнитных воли с целью, например, 
организовать эффективное взаимодействие с пучком заряженных час­
тиц [1]. Как было отмечено в работе [2], диафрагмированные каналы 
представляют интерес и для технической акустики, так как имеют ряд

Ф и г . 1. С х е м а  д и а ф р а г м и р о в а н н о г о  сл о и с т о -н е ­
о д н о р о д н о го  в о л н о в о д а

полезных свойств в отношении создания оптимальных, например, частот­
ных характеристик звукоизоляции в трубопроводах. С точки зрепия тех­
нической акустики интерес представляют волноводы, содержащие слои 
звукопоглощающих материалов (ЗПМ), т. е. в простейшем случае двух­
слойные волноводы (слой воздуха и слой ЗПМ). Введение диафрагм в 
слои звукопоглощающих материалов дает возможность организовать бо­
лее эффективное взаимодействие звукопоглощающих материалов со зву­
ковой волной.

Необходимость рассматривать волноводы со слоисто-неоднородным 
заполнением в значительной мере усложняет и без того сложную задачу 
расчета поля в диафрагмированном волноводе. Поэтому в работе [2] для 
решения дифференциального уравнения Гельмгольца был использован
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метод конечных разностей, а для описания граничных условий было вве­
дено понятие о матрице проводимости, приписываемой границе, прове­
денной по кромкам диафрагм.

В настоящей работе развивается аналитический подход к задаче. 
На фиг. 1 как одна из возможных реализаций приведена схема плоского 
волновода. На ограничивающих плоскостях у=О и у = а  считаются выпол­
ненными какие-либо корректные для данной задачи однородные гранич­
ные условия (Дирихле, Неймана или смешанные). Система предпола­
гается бесконечно протяженной вдоль оси х. Диафрагмы в виде беско­
нечных вдоль оси z полос шириной б расположены с периодом 2L  и 
примыкают к плоскости у = 0. Граничные условия на диафрагмах также 
могут пока не иметь конкретного вида. Заполнение волновода характери­
зуется волновым сопротивлением W (y) и постоянной распространения
ч (у)-

Известно [3], что поле плоского слоисто-неоднородного волновода, при 
соответствующих однородных граничных условиях на ограничивающих 
поверхностях, может быть описано с помощью бесконечного набора нор­
мальных волн вида

Ат Фт (у) ехр (± Г тя ) , т = ( 0), 1, 2 , . . . ,

причем Фт (у) образуют полную ортогональную систему функций.
С другой стороны, если ввести в рассмотрение диафрагмы, то, как 

и всякую периодическую структуру (бесконечную в направлении поло­
жительных и отрицательных х), диафрагмированный волновод можно 
изучать, основываясь па теореме Флокс. Применительно к физическим 
системам эта теорема гласит [4], что поля в сечениях, отстоящих друг 
от друга на период структуры, различаются только комплексным посто- * 
янпым множителем:
(1) F (x + 2 L ,y )= F (x ,y )A .
Для звукового ноля требуется соблюдение условия (1) для давлепия 
(или потенциала колебательной скорости) и нормальной (к упомянутым 
сечениям) составляющей колебательной скорости.

Выделим в волноводе элементарную ячейку плоскостями х = —Ь и 
х=-\~Ь (на фиг. 1 обозначены штриховыми линиями). В ячейку попадает 
диафрагма, расположенная при х = 0 . Если поле потенциала слева от 
диафрагмы записать в виде

со

W - ( x ,y ) = J ^  (Ате- Г +  В те ^ )  Ф,„ (у) ,
т=0

а справа г
со

'Y+ (х, у) =  (Cme~FmX +  А и — ) Фт(у),
т=О

то в силу ортогональности нормальных волн для у ^ ( 0, а) условие (1) 
может быть записано для потенциала так:

Cme-T-L+D mev-L=A(Amer-L+ B me-r-L) ,

а для колебательной скорости будет иметь вид
Cme-TmL- D mermL= A (A meVmL- B me-rmL) .

Из этих равенств немедленно следуют более простые соотношения
(2) Ст =А А т ехр (2Гт£ ) ,
(3) Bm= D m ехр(2Г„Х)/Л.
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Влияние присутствия в ячейке диафрагмы опишем матрицей прохож­
дения {Tmj} и матрицей отражения £йто*} нормальных волн, такими, что

(4) Cm =  Y j T^
j=0

сх> оо

(5) В т =  ̂  T^D, +
j = 0  h = <

причем
(6) Tmj+ R mj= 8 mji

где 6mj — символ Кроиекера. Здесь предполагается, что Ат , Dm — ампли­
туды падающих на диафрагму нормальных волн; В т, Ст — амплитуды 
уходящих от диафрагмы нормальных волн. На фиг. 1 эти множества нор­
мальных волн изображены условно в виде некоторых векторов, причем 
направления стрелок соответствуют направлению распространения дан­
ного мпожества нормальных воли.

Задача сведена теперь к решению системы (2) —(5) четырех однород­
ных бесконечных систем линейных алгебраических уравнений относи­
тельно четырех серий неизвестных: Ат , В т, Ст, Dm> т —0, 1, 2 ,. . . Для 
упрощения дальнейшего анализа с помощью (2), (3) исключим из рас­
смотрения переменные Ст и В т , тогда вместо (4), (5) получим следую­
щую систему:

со

Л/1„, exp(2FmL) =
к= и

СО со

(8) А „ ехр (2Г тЬ) /Л  =  £  а д <+ у  я , а .
)=о к=0

Если воспользоваться теперь соотношением (6), то можно показать, 
что из (7), (8) следует следующее простое соотношение между Ат и Dm:

(9) Am(Ae2r"L- 1) +D m (е2ГтЬ/А—1) = 0 .

Используя (9) и (6), можно свести (7) к следующей системе урав­
нений относительно неизвестных а }= А 3 ехр(2Г3*£):

(Ю)

где

(Tmigi (Л) -  8mjf} (Л )) а ,= 0 , т = 0 ,1 ,2 , . . . ,
1=0

Й (Л)- A [ l -
Л (A-Pi) 

A p i- l 
P i ( В - P i)

] •
. / А х . Г ,  М Л - Д М
/д л ) - л [ а — x ^ = r J -

Л= ехр(—2r3L).

Из (Ю) следует дисперсионное уравнение относительно Л:

(11) ITnngs(A)—8mJj(A ) \ = 0 ,
где слева стоит определитель матрицы системы (10).
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Поскольку убывание элементов определителя по строкам (исключая 
диагональные элементы) определяется экспоненциальными множителями 
вида ехр (—2ГДД, КеГ^>0, матрица определителя будет иметь квази- 
треугольный характер, что дает основание предполагать быструю сходи­
мость при использовании метода редукции для вычисления бесконечного 
определителя в (И ) (по крайней мере для больших L ).

Постоянные распространения в периодической структуре Gh, где к — 
номер корня уравнения (11), Re Gk> 0, определятся из соотношения
(12) Aft= e x p ( - 2  GhL).

Уравнение (11) имеет значительную степень общности. Из способа его 
вывода ясно, что для того, чтобы оно было справедливым, требуется только 
ортогональность нормальных воли. Поэтому (11) будет справедливо, на­
пример, и для круглых диафрагмированных волноводов с осесимметрич­
ным заполнением. Причем могут быть использованы любые корректные 
однородные граничные условия для ограничивающей поверхности и диа­
фрагм.

Для численного исследования свойств решений уравнения (11) была 
выбрана модель плоского волновода с двухслойным заполнением:

и'(г/) л  ('/) =  { ! ! / ’ ъУ w h ч,
при г/е=(б,а),
при 0,6).

Ограничивающие поверхности и диафрагмы предполагались абсолютно 
жесткими (т. е. считались выполненными однородные граничные условия 
Неймана). Способ расчета матрицы прохождения для этого случая изло­
жен в работе [5].

Была составлена FORTRAN — программа в системе ДОС ЕС и прове­
дены численные эксперименты на ЭВМ ЕС-1020. Программа расчета {T„tJ}
[5] подключалась к основной программе и виде специальной подпрограм­
мы МТХ. Однако, в отличие от [5], в МТХ вычисление последовательности 
функций Бесселя от комплексного аргумента осуществлялось обращением 
к подпрограмме DCBJIN из пакета научных подпрограмм для ЕС ЭВМ [6]. 
Наличие в настоящее время такой возможности еще более облегчает широ­
кое внедрение метода расчета дифракции, описанного в работе [5].

Комплексный вектор (ГД, необходимый для расчета элементов gj (Л) 
п /ДЛ), передавался из МТХ через общую область памяти в подпрограмму 
вычисления элементов матрицы определителя (11).

Значения определителя (11) вычислялись с помощью подпрограммы 
CCDMG [6]. Для вычисления корней уравнения (11) использовалась не­
которая модификация метода Берстоу [7]. Отличия заключались в том, 
что значения производной определялись численным методом, по первым 
разностям, и в том, что после первых трех приближений осуществлялся 
переход на простую итерацию. Это несколько ускоряло работу программы.

Описанным*методом исследовалась, например, зависимость постоянной 
распространения G(> от периода решетки диафрагм 2 /а При этом при L - * 0 
изучался характер непрерывного перехода к случаю волновода, имеющему 
при у = б поверхность, которая может быть охарактеризована нормальным 
импеданцем, поскольку при бесконечно близких перегородках реализуется 
модель Рэлея структуры, имеющей поверхность с локальной реакцией 
[8 ,9].

Постоянные распространения Gh в этом предельном случае могут быть 
определены из уравнения Морза [10], которое в наших обозначениях, 
с учетом (13), можно записать так:
(14) Wo'Yo ctg |xd=Z|x, ,

где |xft2+ 'f02= G ft2, к — номер корня, d = a —б, Z — нормальный импеданц по­
верхности у = б, Z =W t cth ^,6.
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Ф и г . 2 . З а в и с и м о с т и  з а т у х а н и я  £  в о л н ы  о с н о в н о г о  т и п а  о т  б е з р а з м е р н о г о  п е р и о д а  
р е ш е т к и  д и а ф р а г м  r j = 2 L / a  п р и  р а з л и ч н ы х  R e  7 , [ с м - 1 ] ( п а р а м е т р  к р и в ы х )  и  а  
( а - а = 4 , б  -  а = 8 , в  -  а =  10, г -  л = 1 2 ,  5  -  а = 1 4  с м ) .  Д л я  с л у ч а я  а = 1 2  см , R e  7 1  =

= 0 ,0 5  с м - 1  в е л и ч и н а  р (0 ) = 1 ,6 3  д Б /с м

На фиг. 2 в качестве примера представлены графики зависимости за­
тухания волпы основного типа от безразмерного периода решетки диа­
фрагм r\=2L /a для трех значений R e ,y1=0,05, 0,10, 0,15 см-1 при различ­
ных значениях высоты волновода а = 4, 8, 10, 12, 14 см, причем 6=а/2 . 
Затухание. >

P =20R eG olge  [дБ/см].

При этом предполагалось, что частота / =  1 кГц, верхний слой — воздушный 
промежуток (со=340 м/с), нижний слой имеет па частоте 1 кГц Wx=  
= 1 ,5 —ЮД Im 41=0,25 см-1 (параметры, типичные для достаточно широ­
кого класса так называемых рыхловолокнистых звукопоглощающих мате­
риалов).
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При описанных значениях параметров вычисление корней уравнения
(11) удобно было * проводить, начиная с больших L, в сторону меньших 
значений, беря при этом в качестве начального приближения для первого 
(по L) корня «безотражательное» приближение

Л„(0) =  схр(—2Г0£ )Г „а.

Для вычисления последующих корней в качестве начального приближения 
брался корень при предыдущем значении L  (при прочих равных пара­
метрах).

Каждое значение G0(L) вычислялось несколько раз при условии после­
довательного возрастания порядка N определителя в (11). Оказалось, что 
в основном три первых злака для $ [дБ/см] стабилизируются уже при 
N = 3. Сходимость заметно ухудшалась лишь при г|<0,3, тогда требовалось 
повышать N до 4—6.

Предельное значение G0 при L = 0 вычислялось путем решения уравне­
ния (14). !

Затухание основной нормальной волны для двухслойного волновода 
при отсутствии диафрагм определяется величиной Re Г0, причем Г0 вычис­
лялось (в подпрограмме МТХ) с помощью уравнения

(15)
p.tgp,(a—б) vtgvfi

Wо* w lb
- о ,

где р = у г 2—"fo2, v = V r2—чД Уравнение (15) есть несколько иная форма 
записи (2) из [5]. Уровни рассчитанных по уравнению (15) затуханий 
отображены на фиг. 2 в виде горизонтальных черточек у правых верти­
кальных осей. Числа при этих черточках соответствуют значениям пара­
метра Re 'Yi- :

Кривые, приведенные на фиг. 2, а, иллюстрируют характерное для 
малых а спадание ji при т|-*-0. Причем уровни затухания здесь ниже, чем 
соответствующие уровни для случая аксиально-однородного волновода 
(т. е. при отсутствии диафрагм).

В осповном же характерен рост (5 с убыванием ц, за исключением, 
может быть, левых склонов небольших «горбов» продольного резонанса 
при малых поглощениях (фиг. 2, б, д). Наиболее сильные зависимости 
наблюдаются, как и следовало ожидать, вблизи четвертьволнового резо­
нанса поглощающего слоя, т. е. при 5 = 6 / (^ /4 )^ 1 ,  А ,,=2я/1т ^1 . Затуха­
ния р(г|), г)^(0, 2) при этом значительно превосходят соответствующие 
уровни для случая аксиальпо-однородного волновода. Это находится в со­
гласии с общей концепцией метода повышения звукоизоляции в волново­
дах путем введения рассеивателей-преобразователей модального состава 
поля [11]. При этом предложенный в дапной работе метод доставляет 
легкий способ подбора необходимой густоты решетки диафрагм, поскольку 
расчет при переменном L  сводится к элементарному пересчету величин 
f), gj В (И ) при ПОСТОЯННЫХ Tmj.

Можно отметить также особенность, связанную с порядком следования 
кривых {}(т|), т |^ (0 ,2). В дорезонансной области (фиг. 2, а, б) наблю­
дается «естественный» порядок следования кривых р(ц), т. е. чем боль­
ше поглощение, тем выше идет соответствующая кривая. В резонансной 
области (фиг. 2, <?, г) происходит «перемешивание» кривых. Далее они 
снова полностью разделяются, но в обратном порядке (фиг. 2, д). Здесь 
наибольшие £ соответствуют наименьшему поглощению в материале по­
глощающего слоя, т. е. ведущую роль, по-видимому, начинают играть резо­
нансные явления при взаимодействии диафрагм.

Автор признателен Е. И. Михайлову за ряд ценных замечаний при об­
суждении данной работы.
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