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Для анализа одномерной нестационарной задачи обтекания области 
тепловыделения трансзвуковым потоком газа использован метод фазовой 
плоскости. Найдена связь между длительностью акустического импульса 
и временем действия тепловых источников. Показана возможность по­
лучения в сверхзвуковом режиме акустических возмущений, характер­
ный масштаб которых .меньше размера области тепловыделения. Опре­
делено время установления максимальной амплитуды при различных 
режимах обтекания.

Интерес к исследованию возбуждения звука движущимися источника­
ми связан с расширением возможностей управления характеристиками 
оптико-акустической антенны. Например, при сканировании светового луча 
по траекториям специального вида излучение звука носит «более остро- 
направленный характер» [1], а при движении области тепловыделения 
с околозвуковой скоростью может быть значительно увеличена эффектив­
ность преобразования энергии излучения в звук [2]. Известно, что в ли­
нейном приближении амплитуда генерируемого возмущения может не­
ограниченно возрастать при выполнении условия синхронизма [2, 3], 
а длительность импульса, возбуждаемого доплеровским термооптическим 
излучателем, растет пропорционально времени действия источников [4] 
(и не зависит от интенсивности света). Анализ нелинейного ограничения 
амплитуды звукового сигнала был проведен в работах [5,6]. В настоящей 
работе основное внимание уделено исследованию влияния акустической 
нелинейности на пространственно-временную структуру возбуждаемых 
возмущений.

Трансзвуковое движение источников может быть реализовано как при 
сканирований светового луча в неподвижной среде, так и при околозвуко­
вом обтекании средой неподвижного светового луча. Однако если второй 
способ возможен только для газа, то сканирование позволяет реализовать 
трансзвуковой режим движения луча вне зависимости от типа среды. 
С математической точки зрения переход от одного способа возбуждения 
к другому осуществляется заменой системы координат. Поэтому мы не 
будем проводить различия между режимами сканирования и обтекания.

Для описания возбуждения плоских волн объемными тепловыми источ­
никами в движущейся с трансзвуковой скоростью (V0̂ c 0) среде исполь­
зуем неоднородное уравнение простых волн с расстройкой [6]:

д и 
dt + {V о—cQ+ev')

д и' ас02 р/0
() X 2 ро̂ оСр /

(в выбранной системе координат световой луч неподвижен). Здесь v' — 
возмущение скорости, $ — коэффициент теплового расширения, ср — удель­
ная теплоемкость среды. Волна возбуждается за счет поглощения (с ко-
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эффициеитом а) излучения интенсивности I 0f(x/a).  Ось х  направлена по 
течению газа.

Для дальнейшего рассмотрения удобно перейти к безразмерным пере­
менным:

|= я /а ,  0 = iy /a , (д=6+ги'/и0,
N=$I0/ роС0ср, ^о=с0 (aaeN/2) \  8= (V 0—c0)/v0.

Переменная со, как нетрудно убедиться, пропорциональна разности мест­
ного числа Маха течения и единицы. В этих обозначениях уравнение (1) 
принимает вид

Его решение зависит через начальные условия от единственного парамет­
ра — безразмерной расстройки б, характеризующей отношение разницы 
скоростей сканирования и звука к характерной амплитуде возмущения у0.

Соответствующая уравнению (2) система обыкновенных дифферен­
циальных уравнений имеет вид:
(3) Л>ЛЮ— /(g),
(4) d£/d0=(o.
Ее решение представимо в элементарных функциях далеко не всегда 
[6,7]. Но она может быть эффективно исследована графически, так как 
является автономной [8]. Трансформацию начального профиля можно 
представить как движение изображающих точек (в соответствии с (4)) 
по интегральным кривым уравнения
(5) d<o/d |= -/(!)/co ,
которое получается исключением времени 0 из задачи (3), (4). Другими 
словами, каждая точка начального профиля передвигается с течением 
времени вдоль одной из интегральных кривых стационарной задачи (5). 
Мгновенное состояние исследуемой распределенной физической системы 
определяется всей совокупностью изображающих точек (изображающим 
профилем).

Уравнение (5) интегрируется; семейство траекторий движения описы­
вается соотношением
(6) (о2/2+Ф (6)-С ,
где Ф —одна из первообразных функции /, С — параметр кривой. По фи­
зическому смыслу Ф (|)  есть потенциальная функция [9], пропорциональ­
ная потенциальной энергии возмущения, локализованного в данной точке 
пространства; параметр С характеризует «полную энергию» изображающей 
точки.

Изображающие точки при со>0 перемещаются (в силу соотношения
(4)) в положительном направлении оси при со<0 —в противоположном 
направлении. В соответствии с формулами (6) и (4) решение уравнения
(2) с начальным условием со(0=0, | )  =ср(|) выражается следующим обра­
зом: * \

г
(7) 0 = т |  [Фч ы + 2 (Ф (Ы -Ф (г /) ) ] - ''% .

5о

Однако фазовая плоскость дает возможность качественного исследования 
возбуждения нелинейных волн в областях с произвольным распределением 
источников, возмущающих поток.

Когда пространственный профиль теплового слоя описывается колоко- 
лообразным распределением интенсивности /(1), движение изображающих
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Cl> a

O’
U)

Фиг. 1. Семейство траекторий движения точек фазовой плоскости в слу­
чае движения теплового слоя (пунктир — вид потенциала), а: кривые 1 —
2 — Ф(—со)<С <ф (+  «>), 3 - С =  Ф(+оо), 4, 5 — С > Ф ( + то) ; б: линия 1 — 
дозвуковой режим движения (6 =  —2.4), 2 — сверхзвуковой (6=2,4),

3 — околозвуковой (6=1,3)

точек происходит в поле потенциала Ф (|)  типа ступеньки (фиг. 1 ,о). На 
этой фигуре представлен фазовый портрет системы (стрелки указывают 
направления движения точек профиля вдоль траекторий). Кривые, соот­
ветствующие значениям параметра Ф(—°°)< С < Ф (+ 00), имеют точку по­
ворота £=Ф ~1 (С) (например, кривые 1,2 на фиг. 1, а). Изображающие 
точки, лежащие в этой области, отражаются от слоя тепловыделения, их 
«кинетическая энергия» со72 меньше величины потенциального барьера. 
Элементы возмущения, лежащие в области О Ф  (+°°), не изменяют на­
правления своего смещения с течением времени.

В момент включения тепловых источников течение не возмущено: 
(0=0, £) =0. На фазовой плоскости начальный профиль изображается 

прямой (о=б. При дозвуковом режиме движения источников (б<0, пря­
мая 1  На фиг. 1, б) стационарное распределение скорости потока, форми­
рующееся при 0-*-°°, совпадает с траекторией движения точки А (£-*-+°°, 
(0= 6) начального профиля: сост= — [62+2 (Ф (+ °°)—Ф ( | ) ) ]Va. Амплитуда

равна: (Оо=6+Уб2+А2 (б<0) (где Д2=возмущения 0 )  о =* 0£ W “ “ Ыш i п 

= 2 [Ф(+«>)—Ф(—°°) ]).
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При полностью сверхзвуковом движении 6>Д стационарным профи­
лем является траектория движения точки В (—°°, 6):

0)СТ= [6 Н 2  (Ф (-«>) -Ф  Ш ) ]’\  0 0 ^ 6 - У ^ Д 7, (б> Д).
В промежуточном случае 0< 6< Д  (например, прямая 3 на фиг. 1, б) 
установившееся распределение скорости совпадает с траекторией движе­
ния точки С после ее поворота в бесконечно удаленной точке (+«>, 0): 
(0ст=—12(Ф (+«>)— Ф (£ ))]‘\  (о0=б+Д.

Проинтегрировав уравнение (1) по пространственной координате в 
бесконечных пределах, можно выявить важную характеристику движе­
ния. Возмущепие достигает бесконечно удаленных точек за бесконечное 
время и, следовательно, г /^ -» -^ 00) = i/(0=O ) =0. Поэтому площадь воз­
мущения на фазовой плоскости меняется по закону

оо

(8) j  v'd%=—Av0Q/2 .
—  ОО

Иными словами, количество движения возмущения растет пропорцио­
нально времепи действия источников и их интенсивности вне зависимо­
сти от режима сканирования. Режим сканирования определяет форму и 
амплитуду звукового возмущения, но не его площадь на плоскости 
(£, со). Таким образом, масса газа т , вовлекаемая при этом в движение, 
линейно растет со временем: m*=$Wt/2cv (здесь W  — мощность света). 
Для воздуха это соответствует примерно 2 г/кДж излученной энергии.

Рассмотрим в качестве примера прямоугольное распределение интен­
сивности по сечению пучка:

щ < 1 ,
щ > 1 .

Ему соответствует потенциал вида

( -1 , ! < - 1 ;
(Ю) Ф Ш =

I 1, 1<6-
Эта простейшая аппроксимация формы профиля светового пучка позво­
ляет выявить все основные черты процесса возбуждения акустических 
импульсов.

Фазовый портрет течения в окрестности слоя тепловыделения (9) 
представлен на фиг. 2. В области тепловыделения (при |£ |^ 1 )  фазовые 
траектории имеют вид парабол; движение по ним происходит вдоль оси £ 
равноускоренно, а вдоль оси <о — равномерно. Вне области тепловыделе­
ния (при |£ |> 1 )  изображающие точки движутся прямолинейно и иска­
жение профиля происходит так же, как в простой волне.

Можно выделить следующие характерные этапы процесса. С момента 
включения источников возмущение начинает нарастать, и в некоторый 
момент времени 0=02 его амплитуда достигает максимального значения. 
Одновременно нелинейность приводит к увеличению крутизны профиля, 
и в некоторый момент времени 0, образуется разрыв. Его положение 
определяется из закона сохранения массы. Впоследствии величина раз­
рыва растет и в некоторый момент времени 03 достигает значения ампли­
туды волны. На отрезке 0,<0<О 3 разрыв движется ускоренно, при 0>03 
его движение равномерно. Динамика процесса существенным образом 
зависит от режима движения источников (числа б ).

Развитие возмущения при дозвуковом режиме сканирования (6<0) 
показано на фиг. 2, а. В этом случае все точки профиля смещаются на­
встречу потоку. Максимальная амплитуда волны достигается в момент.
2 1 6
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Фиг. 2. Формирование акустического импульса при движении тепло­
вого слоя с дозвуковой {а), сверхзвуковой (б) и околозвуковой (в) 
скоростью. Профили построены в характерные моменты времени 0j, 02,

0з (кривые с номерами 1—3 соответственно)

когда точка А (1,6), лежащая на правой границе области тепловыделе­
ния, покидает эту область. Время движения точки по траектории может 
быть найдено из формулы (7); время установления максимальной ам­
плитуды в дозвуковом случае равно: 02=6-Ьуб2+4 (8<0).

Так как движение точек в области тепловыделения происходит рав­
номерно (вдоль оси со), то при 0< 02 амплитуда возмущения растет про­
порционально времени соо=0. В дальнейшем (при О>02) амплитуда 
импульса остается постоянной. При удалении от синхронизма 6=0 мак­
симальная амплитуда достигается все быстрее (02 уменьшается); сама 
она соответственно уменьшается, а время образования разрыва растет.

Нетрудно убедиться, что вне зоны тепловыделения профиль течения 
имеет параболическую форму: £ = —1-Ьсо(0+со), (corain^o)<6<0). Поэто­
му разрыв впервые образуется на линии со= 6  в момепт 0 i= —26. Время 
стабилизации разрыва находится с помощью интегрального соотношения
(8): 03=(4УбЧ-4+6)/3. До этого момента разрыв двигался ускоренно, 
после пего — равномерно:

d U _  Г (56-30)/8, 01< 0 < 0 3;
(10 I (6-УбЧ-4)/2, 03<0.

( 6« 0 )
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Формула (11) позволяет найти пространственную протяженность возму­
щения в зависимости от времени (при 0<0, она равна L= 2—60), однако 
ввиду громоздкости соответствующие выражения не приводятся.

При полностью сверхзвуковом режиме течения (6>2) все точки про­
филя сносятся вниз по потоку (фиг. 2, 6). Амплитуду импульса опреде­
ляет движение точки В (—1, б), лежащей па левой границе области тепло­
выделения. Амплитуда устанавливается в момент времени 02= 6 —V62—4; 
при 0<02 она растет пропорционально времени о)о=0. В этом режиме 
течения разрыва не образуется, протяженность импульса растет линейно 
со временем: L = 24-60.

При смешанном режиме движения (0<6<2) возбуждение звука об­
ладает рядом особенностей. Точки начального профиля, лежащие в об­
ласти сверхзвуковых траекторий (на фиг. 2, в — правее точки С) , сме­
щаются вниз но потоку и формируют «хвост» импульса, длина которого 
растет пропорционально расстройке б и времени 0. Амплитуда «хвоста» 
стабилизируется па уровне б в момент времени 0=6, когда точка С про­
ходит через границу |= 1  области тепловыделения. Точки начального про­
филя, лежащие в области ограниченных траекторий (левее точки С), 
формируют «голову» импульса.

Поскольку точки движутся вдоль оси о) равномерно (в зоне тепловы­
деления), то участок начального течения, лежащий в этой области, пере­
мещается параллельно самому себе. Поэтому разрыв образуется в момент 
времени 0,=б (одновременно с приходом точки С на линию о)=0)вточке 
£р= 62/2—1, т. е. внутри области тепловыделения. Чем меньше б, тем бли­
же к левой границе области тепловыделения образуется разрыв; поэтому 
при 0< 6<1 фронт успевает выйти из зоны тепловыделения прежде, чем 
будет достигнута максимальная амплитуда импульса в момент времени 
02= 2+ 6, когда точка С пройдет границу £ = —1. В дальнейшем амплитуда 
разрыва будет возрастать до момента 0s= 6+ 8/3, когда она сравняется с 
амплитудой волны; после этого он будет двигаться равномерно.

При 1 < б< 2  точка С обгонит ударный фронт еще в пределах отрезка 
(—1,1). Поэтому амплитуда волны устанавливается одновременно с вы­
ходом фронта из области тепловыделения: 02= (8 (2 —б)"'+б)/3  (этот мо­
мент удобно определять с помощью интегрального соотношения (8)). Ког­
да б->-2 (что соответствует режиму возбуждения волны с максимальной 
амплитудой о)0= 4 ), время установления амплитуды 0О стремится к беско­
нечности, так как фронт замедляется и останавливается по мере прибли­
жения к границе области тепловыделения.

В смешанном режиме 0 < 6 < 2  амплитуда «головы» импульса может 
существенно превосходить амплитуду «хвоста». Иными словами, происхо­
дит укорочение длительности импульса, причем его пространственная 
протяженность но полувысоте может быть меньше размера области тепло­
выделения. Качественно это следует из соотношения (8): при фиксирован­
ном времени действия источников длительность импульса тем мепыпе, чем 
больше его амплитуда. На фиг. 3 приведена зависимость времени, необ­
ходимого для возбуждения волны фиксированной амплитуды, от режима 
сканирования. С увеличением величины амплитуды волпы сужается ин­
тервал расстроек б, при которых этот уровень может быть достигнут; 
одновременно увеличивается и требуемое для этого время.

В заключение отметим, что примененный в настоящей работе метод 
фазовой плоскости позволяет наглядно описывать взаимодействие волн, 
возбуждаемых распределенными источниками, со свободными акустиче­
скими возмущениями, распространяющимися вверх по трансзвуковому 
потоку. По сравнению с рассмотренной выше задачей меняются только 
начальные условия, а фазовый портрет системы остается прежним.

Рассмотренная простейшая модель распределения ' источников тепла 
дает не только качественное представление о процессе, но позволяет так­
же точнее проводить численные расчеты. При аппроксимации участка ре­
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Фиг. 3. Зависимость времени, необходимого для возбуждения волны за­
данной интенсивности при различных режимах движения. Приведены 
кривые .1—8 для следующих значений амплитуды: 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3;

3,3; 3,5

альной траектории параболой движение изображающих точек по оси о 
равномерное, а по оси £ — равноускоренное. Это соответствует аппрокси­
мации реального распределения источников тепла совокупностью прямо­
угольников. Очевидно, что возможны более точные приближения. С мате­
матической точки зрения этого соответствует повышению порядка аппрок­
симации разностной схемы при численном решении уравнения (2).

Авторы глубоко признательны С. А. Ахманову за интерес и внимание 
к работе и О. В. Руденко за плодотворные дискуссии.
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