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Доказано существование у волновой поверхности в анизотропной 
однородной среде особенностей типа «ласточкин хвост», определяющих 
направления, характеризующиеся нанмедленным затуханием амплитуды 
квазипопсречной волны. Показано, что упрощающее предположение, ис­
пользовавшееся ранее для изучения волновой поверхности с помощью 
сечений плоскостями симметрий, не всегда справедливо. Сформулирован 
критерий необходимости дополнительных расчетов. Они произведены для 
двух характерных кристаллов кубической сингонии; на их основе по­
строены полные сечения Волковой поверхности.

Распространение упругих воли в анизотропной среде от точечного ис­
точника описывается системой линейных уравнений [ I, 2]

<92ц „ ( х , г )  <92ц , ( х , г )
c m  ----------Р------— ------= !,е -а,8 ( х ) ,(О  .....  ,  яuXi ох;

где ciiM -  тензор коэффициентов упругости, р — плотность, ю — частота. 
Решение (1) можно получить в виде [3]

(2 ) u (х, t)= e~ tuia> J  е'“(РЛ,//((р , x ))Z (p)f ds,

где

L(p) =
_  _ _ 1 _  y i  еДр)Хе,(р)

8л2 0=1 V Vi (р)

р у /(р )—собственные .значения; е; (р) — собственные векторы тензора 
Кристоффеля М{р ), который имеет вид Mik=ciiklpjpi;

II (и) = 1, y ^ [o ,t]
П уФ[0 ,t] '

(3) 5={р: F (p )= d e t|^ f(p )—р| =0} —поверхность рефракции состоит из 
всех точек р в пространстве обратных скоростей /?р3, таких, что матрица 
М (р) —р вырождена.

Скоростями распространения квазэтпродольпой и квазипоперечпых волн 
в анизотропной среде по паправленпю п. | п | = 1  являются i>i(n) и у2(п), 
v3(u) соответственно, а смещения при их прохождении происходят но 
направлениям еДи), /= 1 , 2, 3. Поверхность рефракции может быть так­
же определена [1, 2], как поверхность обратных скоростей, и получена 
отложением по каждому направлению п в пространстве /fP:i векторов 

п)п, /= 1 , 2. 3.
Аналогично [2, 4] рассмотрим асимптотику (2) но т =  |х0|со/?;> 1, где 

v — скорость распространения квазипродольиых воли по направлению х0.
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Фиг. 1. Поверхности вращения S  и W

Фиг. 2. Сечения волновой поверхности кристалла PbS плоскостями сим­
метрий (км/с): а — координатной; б — диагональной; 1 — акустическая 

ось; 2, S — кривые, соответствующие кривым на фиг. 4

Что соответствует изучению а) скорости затухания упругого возмущения 
по мере удаления от источника колебаний; б) зависимости амплитуды уп­
ругого возмущения на фиксированном расстоянии от источника при росте 
частоты его колебаний. Стационарные точки интеграла (2) находятся из 
условия
(4) п(р0)||хо, Po^S,
где n (p )= V F (p )/| VF(p) |. Геометрически это означает, что нормаль к 
поверхности рефракции в точке р0 параллельна вектору х0. Пусть .г(м̂ 0  
и g ( р) =  (р, x0)i;/|xo| с подстановкой Pi =Pi (p2, рз), где уравнение поверх­
ности 5(3) разрешается относительно р{ в окрестности стационарной точ­
ки. И пусть, например, плоскость симметрии кристалла {а:3=0}, тогда 
плоскостью симметрии поверхности рефракции 5 является {р3=0} и, сле­
довательно, g( p2, Рз)==̂ (р 2 , — Рз). Для направлений х0 с х03= 0  всегда най­
дется стационарная точка из условия (4) с р0з=0. В ее окрестности

#(р) = а ( х с) р з 2+ Ь ( х 0) р з 4+ с ( Х о )  ( Р2“ Рог)2+ ------

Но может существовать х0 такое, что
(5) а(х0)= 0 ,
тогда g(p)=bp34-bc(p2” P2o)2+ . • • и главный член асимптотики (2) выписы­
вается на основе результатов [5] для вырожденных стационарных точек
(6) и (х0, х 0) ) £( p0)f,
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Фиг. 3. Ссчеыия волновой поверхности кристалла a-Fe плоскостями симметрий (км/с): 
а — координатной; б — диагональной; 1 — акустическая ось; 2, 3 — кривые, соответ­

ствующие кривым па фиг. 4

m Ро) I Г ( 7 4)Г(7а)
dF/dpt I. ъ'иси

Возможность такой асимптотической зависимости амплитуды упругого 
возмущения в анизотропном теле ранее не была отмечена. Существование 
таких направлений, лежащих в плоскостях симметрий, доказано расчетом 
на ЭВМ решений уравнения (5) для 44 кристаллов кубической сингопии. 
Приведенные в таблице углы отсчитываются между координатной осью 
(100) и направлениями внда (1Z0) или (177) (Z — вещественно). Все ос­
тальные каустики получаются применением преобразований симметрии.

Как известно [2, 6], существует связь порядка главного члена асимпто­
тики (2) по т с особенностями волновой поверхности W , являющейся

РЪ Ni CuZn | Ы Си Ge Si GaAs ZnS LiP a—Fe

(1ZO)
(1ZZ)

26°32'
24°26'

21°37'
35°07'

38°10'
12°28'

38°47'
11°28'

26°13'
29°58'

4°30'
45°31'

3°26'
47°03'

8°49'
43°10'

14°30'
36°58'

11°50'
43°29'

18°40'
36°45'

Ка Ag Ли К Си3Ли Th GaSb InSb MgO
Kal (SOA, 

12Н,,0 AI

(17-0)
(1ZZ)

37°12'
13°32'

23° 05' 
30°20'

9°58' 
30° 54'

35°54'
16°18'

16°25'
34°33'

29°27'
26°50'

6° 32' 
43°32'

10°37'
41°02'

1°50'
48°11' 53°22' 52°19'

С Cr2F e04 К оА КВг К1 КС1 AgBr AgCl Ba(N03)2 CaF., NaBrOa

(1ZZ)
(1ZZ)

52°30' 50°53' 53°10' 77°52'
25°11'

78°53'
22°58'

75°39'
30°40'

73°12'
43°31'

74°40'
18°19'

72°24'
42°03'

72°14'
42°29'

52°29'
28°36'

NH4Br NH4C1 TIC1 Мо NaCI Fe2S NaBr МаСЮ» Т1Вг Nal PbS

(1 ZZ) 
(1ZZ) 
( 1 7.Z)

75°14' 
32°14'

75°43'
30°49'

72с29'
42°56'

50°12'
6°36'

71°47'
46°43'
0°07'

71°54'
34°07'
8'27"

71°34'
45°33'
7'19"

71°43'
44°51'
7'15"

72°17'
45°13'
7'24*

71°49'
4С°30'
7'12"

73°4 7' 
36°32' 
8'30'
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антиподерой поверхности S  [1, 2]

п(р)
(р, п(р))

(когда р пробегает всю поверхность S, х, определяемое (7), пробегает по­
верхность W ) .

Поэтому для изучения ее строения в окрестности точек, лежащих на 
каустиках, были рассчитаны на ЭВМ сечения W  плоскостями симметрий. 
Ранее такие расчеты были основаны на предположении, что сечение W  
совпадает с антиподерой сечения 5, если они производятся плоскостью 
симметрий rt [1, 2]. Покажем на примере, что оно не всегда выполняется. 
Возьмем S, получаемую вращением лемнискаты Бута вокруг оси и анти- 
подеру W  поверхности 5 (фиг. 1). Сечение W  плоскостью симметрии 
{xt=0} представляет собой две концентрические окружности, в то время 
как антиподера сечения S  плоскостью {pi=0}, очевидно, состоит только 
из одной внешней окружности.

Из определения (7) следует, что если существует (8) р^5 , такое что 
р ^ я , п(р)||л , (нормаль к поверхности S  в точке р параллельна плоскости 
симметрии л, хотя вектор р и не лежит в я ), то упомянутое выше пред­

положение не выполняется. Это 
означает, что для расчета полного 
сечения W  помимо расчета анти- 
подеры сечения S  нужны также 
расчеты на основе (7) по всей по­
верхности рефракции S. Назовем
(8) критерием необходимости до­
полнительных расчетов. Эти рас­
четы были проведены для двух 
кристаллов кубической сингонии 
и дали новые по сравнению с ра­
ботами [2, 4, 7] результаты.
На фиг. 2 и 3 изображен только 
1-й квадрант, так как остальные 
симметричны ему. Рассчитанные 
новые кривые (выделены на сече­
ниях большей толщиной) являют­
ся линиями самопересечения W. 
Каустики (см. таблицу) проходят 

на сечениях через точки А, являющиеся вершинами «ласточкиных хво­
стов» 16, 8].

Результаты работы [6] говорят о том, что устойчивые более сильные 
особенности у волновых фронтов общего положения отсутствуют и могут 
возникать только при распространении фронта в неоднородной среде в 
отдельных точках на каустиках с особенностью мепынего порядка. Исклю­
чения из этого правила объясняются высокой симметрией кристалла и, 
следовательно, волнового фронта [4].

Отметим также, что амплитуда упругих колебаний на каустиках (6) 
оказывается пропорциональной (о'\ Это означает, что прежде всего па 
каустиках при росте частоты источника могут возникнуть возмущения, 
привсщящие к пеупругой деформации кристалла.

В заключение автор благодарит В. П. Маслова и В. В. Кучеренко за 
постоянное внимание к работе и обсуждение результатов.

Фиг. 4. Строение волновой поверхности в 
окрестности особенности типа «ласточкин 
хвост»: 1 — ребра возврата; 2, 3 — кривые, 
попадающие в сечение плоскостью сим­

метрий
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