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Показано, что метод параболического уравнения является оператор­
ным аналогом метода ВКБ (Вептцеля — Крамерса — Бриллюэна); обосно­
вано его применение к решению цплиндрически-симметричных задач 
для трехмерного уравнения Гельмгольца. Приведен пример численного
расчета.

Имея в виду применение эффективных численных методов [1], мы 
выбрали акустическую модель океана в виде жидкого слоя, ограниченного 
двумя плоскоиараллельными свободными границами. Для ослабления от­
ражений от нижней границы мы располагаем вблизи нее сильно погло­
щающий слой. Для такой модели поле звукового давления р точечного 
гармонического источника объемной скорости есть решение следующей 
краевой задачи для уравнения Гельмгольца [2]:

Аи+К2 (х, у, z) и = 4л6 (х, у, 2- 2,), 
и (х ,у ,+  0 )= 0 , и (х ,у ,Н -0 )= 0 ,(]) 1ш К г > 0  =*- lim и = 0 ,  р'=аУ р,

Ж2+1/:+2,-*-«>
где р=р (х, у, z) — комплексная плотноегь среды,

со2 1
К - =  — ------- -  +  —  Др

с (х, y,z)  2р 1

с=с(х, у, z) — комплексная скорость звука в среде, со —круговая частота, 
/ /  — толщина слоя, начало декартовых координат (х, у, z) расположено па 
верхней границе, ось глубин Oz направлена к  нижней границе и перпен­
дикулярна к ней, 2, — глубина источника.

Метод параболического уравнения, предложенный впервые М. Л. Леон- 
товичем и В. А. Фоком [3], мы разберем вначале на примере краевой 
задачи для более простого двумерного уравнения Гельмгольца

+ K2(z)u= О

в полосе О<2< Я  со свободными границами. Для уравнения (2) подход 
Леонтовпча и Фока заключается в выделении в решении быстро меняю­
щегося множителя ехр(г#0#),т . е. замене искомой функции u=e\\}(iKQx)v  
и препебрежепии затем в получающемся дифференциальном уравнепин 
для v сравнительно малым при удачном выборе среднего волнового числа 
К{) членом д2о/дх2, что приводит к  следующему приближенному уравне­
нию для и:

< 3 )  Z - iK* +M £ + m z ) - K- )vY
В работах [4, 5] для вывода уравнения (3) применялся способ факто­

ризации. Мы излагаем пиже уточненный вариант этого способа.
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Определим, следуя [5], поперечный дифференциальный оператор Т 
соотношением T=d2/dz2+K2(z). Область определения D (Т) оператора Т  — 
достаточно гладкие функции v(z ), удовлетворяющие краевым условиям 
у (+ 0)= 0 , v(H—0)=0. Используя оператор Г, перепишем задачу (2) 
в виде

(4) д“и
дх2

+  Ти=0.

Теперь и — элемент D(T).  Если рассматривать Т  как квадрат операторного 
волнового числа, то уравнение (4) совпадает по записи с одномерным 
уравнением Гельмгольца. При этом имеет место замечательное обстоя­
тельство: любое решение уравнения (4) может быть записано в виде, так­
же совпадающем по написанию с общим решением одномерного уравнения 
Гельмгольца [6], а именно в виде суммы двух операторных плоских волн, 
бегущих вправо и влево
(5) и(г)=ехр (^уГ)г;++ехр (—ix^T)v-.
Здесь v+ и у- — некоторые элементы D(T).  Операторная плоская волна 
есть совокупность нормальных волн, бегущих в одну сторону, например, 
согласно определению функции от оператора:

=  ось  (*)
i

Здесь Я* и 'ifi(z) — собственные значения и собственные функции опера­
тора Г, ^  — коэффициенты разложения функции v+ по базису Опе­
раторная плоская волна удовлетворяет обобщенному параболическому 
уравнению

(6) ^ = ± г у г и * ,
ОХ

где мы обозначили гг±=ехр (±1хУТ)о±.
Уравнение первого порядка (6) точно описывает распространение 

волн, бегущих в одну сторону, как и аналогичное одномерное уравнение. 
Параболическое уравнение Леоптовича — Фока (3) получается из (6)
путем разложения УТ в ряд Тейлора до членов первого порядка [5]

V1 + K4z)
к,

к , 2
+

д-
KS dz-

к„ +
K2( z ) - K c

2Ка
+

1 дг 
Ж  dz2

Эта аппроксимация удовлетворительна только в достаточно малом интер­
вале углов скольжения и при слабо переменном K2(z).

Представление об ошибке, возникающей при таком разложении, можно 
получить, оценив разность результатов действия точного и приближенного 
операторов на собственную функцию оператора Т:
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Если K0=l/Xh то, как и следовало ожидать из (6), 64=0. В противном, 
случае, положив VA^-Kocos#* мы получаем при малых

10
и, например, ошибочный набег фазы на ах по сравнению с точным реше­
нием случится на частоте 50 Гц и углах Ф^Ю0 на расстояниях порядка 
360 км. Отметим еще формулу для поля точечного источника б (ж, у) [6]

(7)
/ ехр(г|х|УГ) 

и(х) =  -------- Г-------- 6(z—Z,).
У Т

Рассмотрим теперь двумерное уравнение Гельмгольца с волновым чис­
лом, зависящим об обеих координат, К = К (ху z), с прежними краевыми 
условиями. Оператор Т  зависит теперь от х : Т(х) =d2/dz2+K2(xf z) и соот­
ветствующее операторное уравнение приобретает вид

д г1
(8) —  +Т{х)и=0.

дх1
Если переменные в (8) разделяются, то его решение можно записать, 

в виде
и (х) = R  (Г, х) v++ L(T , х) У-,

где R  и L  — функции, образующие фундаментальную систему решений 
продольного дифференциального уравнения. Если переменные не разде­
ляются, то, как и в одномерном случае, приходится прибегнуть к  прибли­
женным методам. Если Т  плавно зависит от х , то можно искать решение 
в виде двух приближенно плоских волн, т. е. поступить как в одномерном 
методе ВКБ [7]. Представление решения в виде двух приближенно пло­
ских волн осуществляет замена искомой функции

г
Р =  ( - Т ( х ))4

Переходя в уравнении (8) к новым искомым функциям, мы получаем.

(9)

д__
~дх (г) к :  ; н - (

т(

дР-1
Р ------ - +  Р - 1

дх
дР
дх ) С )

+

п_,ЭРQ IC*)дх дх
Пренебрегая взаимодействием волн, бегущих вправо и влево, т. е. не­

диагональными членами в (9), получим уравнения отдельно для v +  и V -

d v +  г .. 1 ... дТ~'и . 1 _ .. дГ1'

(Ю)
дх

dv-
дх

=  Г*ГЛ +  —  Г ‘ L 2
=  [ —iT'h +  —  Г" 

2

дх
дТ~'и

дх
1

дх
дТ'и

Ь
дх

Т=Т(х)
Обобщенные параболические уравнения (10) приближенно описывают 

распространение волн, бегущих вправо или влево, учитывая взаимодейст­
вие между волнами, бегущими в одну сторону.

Если точечной источник не находится вблизи точки поворота, т. е. в та­
ком месте, где относительная ошибка отброшенных в (9) членов велика, 
то может быть получена формула, аналогичная (7).

ЗЗГ



С, м/с  
/520 1560

fl, дБ/км р, г/см 3
50 /  Z

Фиг. 1. Профили скорости звука (а), километри- 
ческого поглощения (б) и плотности среды (в)

Перейдем к  рассмотрению цилиндрически-симметричных задач для 
трехмерного уравнения Гельмгольца. Уравнение Гельмгольца (1) приоб­
ретает в цилиндрических координатах вид

д2а 1 да д2а
J 1 + T 1 ? + H + K 4 r ' z) “ =4яб (z- 2i)

б ( г )

г
В слоистой среде решение задачи (1) может быть записано в виде

(12) u(r)=niHo1) (rV7')6(z—г,),

где 7=d2/dz2+K2(z), Яо0 — функция Хапкеля. Решение (12) имеет асимп­
тотику по Кг:

(13) м(г)=ягехр (ir\T)V2/inrl/T8(z—z,).
В двумерно-неоднородыой среде путем замены переменной г=ехр (х) 

мы переводим уравнение (И ) в уравнение (8) и, применяя асимптотиче­
скую факторизацию (9), (10), получаем после возвращения к  старым 
переменным уравнения, асимптотически описывающие поле расходящейся 
от источника волны

и+ (г) = г-''Т - 'лг;+ (г), Т=Т(г)
dv+
1 7 [

%Th +

где Т (г) =d2/dz2+K2(r, z ) . Источник, однако, находится в точке поворота 
уравнения (11). Чтобы найти начальные условия для (14), мы предполо­
жим, что среда вблизи источника слоистая вплоть до расстояний, на ко­
торых применима асимптотика (13), и, пренебрегая сходящейся волной, 
так как К2 (г, z) зависит от г плавно, получим
(15) v+(0 ) '= (2 n i )4 ( z - z l)
так как асимптотика (13) удовлетворяет уравнениям (14).
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Фпг. 2. Разрез интенсивности поля точечного источника, рассчитанный согласно (16)- 
с применением численной схемы [1] (сплошная кривая) и методом суммирования-

нормальных волн [8] (точки)

Простейшие тейлоровские аппроксимации операторов, входящих в (14), 
(15), приводят к уравнениям:

, ч 1 ( л K2(r<z)-K0> 1 , ч
а+ (г, z) =  - = г  1 ------------------------------- ------) (г, z)

К.г \  АК .2 АК.2 Ят? /УК0г

дг \  2К0 2К0 dz2)
у + (0, z) =У2ш 6 (z—z,).

Численные расчеты согласно (16) содержат ошибки четырех типов: 
ошибки асимптотической факторизации, ошибки аппроксимации операто­
ров, ошибки аппроксимации обобщеппой функции 6(z—Zi) и ошибки чис­
ленной схемы решения уравнений (16). Представление о величине резуль­
тирующей ошибки может дать следующий пример расчета. На фиг. 1 
показаны профиль скорости звука, профиль километрического поглоще­
ния р и профиль плотности среды в слоистом волноводе толщиной 
Н = 10,24 км. В окрестности глубины 5,2 км расположен плавный переход­
ный слой плотности толщиной 0,1 км. На фиг. 2 сплошной линией показан 
разрез интенсивности звукового поля точечного источника, расположенного 
на глубине 0,15 км и имеющего частоту 50 Гц, рассчитанный согласно (16) 
с применением численной схемы «дробных шагов с преобразованием 
Фурье» [1]. Точками показана интенсивность поля того же источника, 
рассчитанная методом суммирования нормальных волн с помощью алго­
ритма [8], для модели океана, у которой ниже глубины 5,2 км расположен 
не слой, а однородное полупространство и плотность на этой глубине из­
меняется скачком. Оба разреза сделаны по горизонту источника. Совпаде­
ние результатов можно считать удовлетворительным.

Итак, введение операторной формы записи позволило прояснить физи­
ческий смысл метода параболического уравнения и сформулировать
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уравнения (10) и (16), содержащие дополнительный по сравнению с урав­
нением Леонтовича — Фока член, описывающий изменение амплитуды 
приближенно плоской волны. Аналогия с одномерным методом ВКБ позво­
лила вывести начальные условия (15) для поля расходящейся волны.

Авторы благодарны Л. М. Бреховских за постановку задачи и 
В. И. Гельфгату за многочисленные и плодотворные консультации.
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