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В работе по методу плоских воля найдено поле отраженной сфериче­
ской волны в виде ряда по полиномам Лежандра. В отличие от сущест­
вующих решеиий, которые в явном виде представляют поле лишь в 
асимптотике, приведенное решение получено без ограничения на величи­
ну расстояния между источником и точкой наблюдения.

Впервые задача о нахождении поля точечного гармонического источ­
ника в полупространстве, ограниченном импедаицной границей, была рас­
смотрена в работе [1]. В дальнейшем интерес к задаче сохранился. На­
сколько нам известно, наиболее полные результаты содержатся в работах 
[2, 3], где также приведена достаточно полная библиография. Следует 
отметить, что решение в электромагнитном и акустическом случаях не 
содержит принципиальных отличий, а методы решения аналогичны [2]. 
Нас интересует акустический случай.

Пусть граница раздела определяется уравнением 2=0. Плотность и 
скорость звука в полупространстве z>0 обозначим через pt и с, соответст­
венно, а в полупространстве z< 0  — через р2 и с2. Полагаем, что в обоих 
полупространствах могут распространяться только продольные волны. 
Точечный гармонический источник расположен па оси Oz в точке z=z0 
в верхнем полупространстве. Зависимость поля точечного источника от 
координат определяется выражением

( 1) Р 0
е<-'М>
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где R = y z2+y2+ (z—z0) 2, ki — модуль волнового вектора в верхнем полу­
пространстве. Временной множитель exp (*(о£) мы будем всюду опускать. 
Полное поле в верхнем полупространстве мы представим в виде суммы 
падающего поля р0 и отраженного поля р,, а поле в нижнем полупростран­
стве обозначим через р2. На границе раздела должны выполняться условия:

где квадратные скобки означают разность соответствующих функций.
Задачу будем решать методом разложения полей по плоским волнам. 

Представим поле падающей волны в виде интеграла Фурье:

где exp (ik^o) / является преобразованием Фурье функции р0. 
Осуществляя интегрирование по dqz и учитывая наличие полюса в
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подынтегральном выражении, мы получим при z> О

i г г *-"■«-**(4) Ра = -г- 7  I I --------dqxdqv,
8лг J J х— оэ — аэ

где x=Vgx2+gy2—&Л
Далее представим отраженное и преломленное поля в виде интегралов, 

аналогичных [4], введя под знак интеграла неизвестные функции 
si.((Z*>3v) и s2(#*»4i/)- Эти функции определяются с помощью граничных 
условий [2]. Окончательно получим

(5а) i1=_ L  Г г р*  -р»*е- ^ „ >
8л.“ J J p2x+ pjx '

g-xU+zol

X
dqxdqy,

—  С О  —  с о

£ °° 00 2о
(56) Рг =  -г-г f f ------ р —г <*?* dgv,8л J J р2х+р,х

—  со —  со

где %'=1/ qx2+qy* -k 2\
Обычный метод интегрирования [3] заключается в переходе к поляр­

ной системе координат X, ср. Интегрирование по углу производится непо­
средственно, а интегрирование но % осуществляется с помощью деформа­
ции контура интегрирования, что позволяет вычислить поле в дальней 
зоне (при больших кг) .

Поступим иначе. Представим поле отраженной волны ри определенное 
формулой (5а), в виде тройного интеграла Фурье. Поскольку pi определе­
но лишь при 2> 0, доопределим его для z<0 четным образом и произведем 
преобразование Фурье по переменной z :

—

где рi определяется из соотношения

(7) p f  =  J  dz.

Поскольку
с о со

|  g-xU-Holei<blt+‘>)dz =  J  e-*M e<1i*du=
2x

g2—fc2’— oo —  CO

где g2=g*2+gyz+g22, то выражение для отраженной волны (6) можно на­
писать в виде

оо со

(8) Pi - Ы  1 1

р,х —р2х е - i g r

—  со — : »  —  ос
р2Х+р,х' ?2—

dg.

Здесь интегрирование распространяется на все g-пространство: г=  
=Va:4-j/2+ (z+ z0)2.

Преобразованием (6) и (7) мы изменили характер особенностей подын­
тегрального выражения. Дальнейшие вычисления будем производить 
в сферической системе координат д, Ф, ср. Проведя несложные преобразова­
ния в формуле (8), получим

£
8л;

оо п  2 лШ  V(?sinG)
о о

g—iqr cos О
—-—— ■ g2 sin ft dft dq dcpg -fci
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Здесь

т т( ■ Ач mllki2—q2 Slu'd— 1/k22—qz sin2®V (q sin ft)   ----— — -  —----------- — ------
m l/k f—q2 sinft+V  kz2—q2 sin2#

и m = p2/pi, cos 0=cos ft cos ft'+sin ft sin ft' cos (ф—ф '). Координаты, отме­
ченные штрихом, относятся к  действительному пространству. После разло­
жения экспоненты в ряд

где

е- (,гсо. о =  £  (2и+1) (—j) njn (qr)Pn (cos 0),
П=г0

п
Рп (cos 6 )=  у 1,

7П=. О

ет — — ^  Рпт (cos й ')  Рпт (cos ft) cos т (ф—ср') (п-ттп) !

и е0= 1 , s,„=2 при тп¥= 0, подставим этот ряд в формулу (9) и проинтегри­
руем по ф:

1 F f г л ■ y(5sin10')——- I q dqsmftdft--------------  >
4n2 J J 4 4 q2- k 2 Z-J

о 0 тг* 0
(2rc+l) (—О" X

X jn(gr)i>„(cos'&)P„(cos O').
Поскольку V(q  sin О) является четной функцией от sin О, при инте- 

грировании по ft члены ряда с нечетными номерами дадут нулевой вклад 
в силу свойства полиномов Лежандра:

Р п(х) =  (-1 )"Р п( -х ) .
Таким образом, в дальнейшем достаточно учитывать только члены ряда с 
четными номерами.

Распространим теперь интегрирование по q на всю действительную 
ось. Для этого воспользуемся соотношениями

7п(2)=‘/г(йГ) (*) +hl2) (Z))
И

kt!i> ( -z )  =  ( - l ) nhi2> (z),

где (z) и h™ (z ) — сферические функции Ханкеля п-го. порядка, пер­
вого и второго рода. Тогда после преобразований получим

/>.= - - ^ 1  J q2sinOdqdO ( 4 n + l ) ( - l ) n X
—  С О  0 rum 0

X hzn (qr)P2n{cos ft)P2n(cosft').
Мы выразили подынтегральное выражение через функции Ханкеля второ­
го рода, что соответствует выбранной нами зависимости поля от времени.

Проанализируем свойства функции F (gsin ft) на комплексной плоско­
сти. Из явного выражения этой функции видно, что она, вообще говоря, 
неоднозначна из-за наличия корней. Место расположения точек ветвления 
зависит от значения угла ft. Поскольку и к2 (при выбранпой нами за­
висимости от времени) должны. иметь отрицательную мнимую часть, 
F (gsinft) будет при каждом фиксированном значении ft (не равном 0 
и л) иметь две точки ветвления во второй и две точки ветвления в чет­
вертой четвертях. Если мы проведем два разреза комплексной плоскости
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(один во второй и один в четвертой четвертях), соединяющие точки 
ветвления, то на такой плоскости с разрезами V(q sind) будет уже одно­
значной функцией. Действительно, проведем контур, охватывающий лю­
бой из разрезов и, выбрав произвольную точку на контуре, совершим его 
полный обход. При этом аргумент каждого из корней изменится на ± я , и, 
следовательно, в числителе и знаменателе появится множитель еы (или 
е",п), которые взаимно сократятся. Таким образом, при полном обходе 
контура значение функции не изменится.

Подынтегральное выражение, кроме этих особенностей, имеет еще два 
полюса в точках — А, и А4 во второй и четвертой четвертях соответственно. 
Мы воспользуемся этим для интегрирования, замкнув контур интегриро­
вания полуокружностью с центром в начале координат в нижней полу­
плоскости, охватывающей обе точки ветвления в четвертой четверти. Учи­
тывая, что при устремлении радиуса полуокружности к бесконечности 
значение подынтегрального выражения на ней будет стремиться к нулю, 
и вычисляя вычет, получим

ikt р ml/к*—к 2 sin ft — УА22—к 2 sin2 ft
Pi=  —  I ;• . . . . . • ~~ X

8я J mVkx2—A^sin'O'+YAa2—k 2sirizft 0

(4rc+l) (—1 )nhzn (k{r) P2n (cos ft)P2n (cos ft') sin ftdft.
Следует отметить, что в начале координат также имеется особенность. 

Однако, учитывая дальнейшее интегрирование по углу, легко видеть, что 
в окончательное выражение поля эта особенность не дает вклада. После 
очевидных преобразований в выражении (10), совершая замену перемен­
ных cos #= £ , получим

Р1=
iki
8л

со

у, (4 г+ 1 )(-1 )‘й2,(й1г)Р«(с08'&) j V{x)Pu {x)dx,
1=О -1

где
. . тх— 1/п2— 1+х2, к2

V (х) =  *------- , П=------------------
тх+Уп2— 1 + Х 2 А,

Введя обозначение для интегралов
 ̂ *

V2i= —  J  V(x)P2l (x)dxf
-i

можем написать выражение для поля отраженной волны в окончательной 
форме:

ik
(И ) (4г+1) ( - 1 ) ,^ -С ( /с ,г )Л ,(с о 8 Г ) .

г—о
Интегралы, по которым вычисляются коэффициенты V2h представляют 

собой интегралы от произведения алгебраической функции на многочле­
ны. Рядом преобразований они сводятся к табличным. Отметим, что как 
вычисление, так и конечный результат несколько громоздки. Поэтому мы 
не станем приводить их в настоящей статье, тем более что в ней не ста­
вится цель детального анализа поля отраженной волны. Отметим лишь, 
что при показателе преломления больше единицы коэффициенты будут 
действительными числами, а при показателе преломления меньше едини­
цы — комплексными.

Рассмотрим два частных случая. Если граница раздела абсолютно 
жесткая, то У (х )= —1. В этом случае отличным от нуля будет лишь коэф­
фициент VQ=  —1 и поле отраженной волны будет представлено только од­
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ним членом ряда (11):
iki 7 (2)

Р1=~ ы  '
Аа1*» (*»Г)-------

,-ih,T

4я
Такой же результат получается при использовании метода отражений. 
Получим теперь выражение для поля при Artr » l .  Поскольку *

^  «) *—г 2 —

*8» =
/с=0

2ZW2Z +  *)! ./ 
/с / (2Z)! * 2z

то в указанном случае следует оставить только член, содержащий 1/z, 
а остальными пренебречь ввиду их малости. Тогда

(2) егг
h2i = ( —1 ) li--- 1 при z ->■

я
Подставляя эти выражения в ряд (11) и вынося общий множитель за 
знак суммы, получим

P i = ----- 7 — —------V , (4Н-1) V21P21 (cos■в'').
4л г 1г=*о

Поскольку ряд, по сути, представляет разложение V (sin iK) по полиномам 
Лежандра, то окончательно получим

,-ikyr
Р 1 = ~ V (sin Ф).

4л г
Функция V (sin /й) имеет такой же вид, что и коэффициент отражения 
плоской волны. Таким образом, мы получили известный результат [3]: 
при больших кг поле отраженной волпы р, подобно отраженной плоской 
волне. Этот результат можно получить непосредственно, используя мето­
ды не волновой, а геометрической теории.

Если мы воспользуемся интегральным представлением для произведе­
ния функций Хаикеля на полиномы Лежандра [4]:

hn(Z) Pn= ( i ) - n I  eibr 008 0 008 a J0 (kr sin Ф sin a )  Pn (cos a)Pn (cos ft)sin ada,
Jl/2 —? 00

то после подстановки в ряд (И ) и изменения порядка суммирования и 
интегрирования, получим для поля отраженной волны представление

р{= ------- f V (й1) eihr 008  ̂с08 / 0(&rsin# sin (К) sin ЫЪ,
4л Jп/2—i со

которое совпадает с представлением поля отраженной волны, приведен­
ным в работе [2].

Таким образом, мы получили представление для поля отраженной вол­
ны в виде ряда, каждый члеп которого удовлетворяет волновому уравне­
нию. В предельных случаях паше представление принимает вид известных 
результатов, которые можно получить иными способами.
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