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Изучаются решения динамических уравнений теории упругости, со
ответствующие волнам типа поверхностных, распространяющихся вдоль 
ребра бесконечного клина. С помощью метода малого параметра пока
зана возможность существования в узких клиньях бездисперсионных 
кромочных волн, отличающихся как скоростями, так и степенью ло
кализации возмущений при вершине.

В последнее время поверхностные акустические волны широко иссле
дуются с целью создания на их основе различных электронных устройств. 
Отсутствие дисперсии, большая концентрация возмущений вблизи ребра, 
малые скорости распространения — характерные свойства поверхностных 
волы, позволяющие использовать их при создании топографических волно
водов различной формы [1, 2]. Изучению 
свойств клинообразных волноводов посвящен 
ряд работ [3, 4]. При теоретическом исследова
нии используются в основном два подхода: 
метод конечных элементов и полуэмпирический 
метод СВЧ-цепей. В работах [5, 6] сделана 
попытка получить аналитическое решение для 
кромочных волн.

Рассмотрим волну, распространяющуюся 
в направлении х3, т. е. вдоль ребра упругого 
изотропного клина (фиг. 1). Вектор смещения 
и =  {и,}, удовлетворяющий динамическим урав
нениям упругой среды,
(1) (Я+ц) grad div u+pAu-bpu=0 
будем искать в форме

(2) » /а>=А{а) exp k['ka,Xi+\),aX2Jr 
+  Ь{хг—ct) ], a=Z, t.

Здесь индекс (l) относится к соотношениям на продольной волне, (t) — 
на поперечной. Величины А,а, |ла связаны уравнением

( 3 ) К 2+ \1*= 1—С/Са,

где с*2=(Х +2р)/р; ctz—р/р. Из соотношений ro tu (i)=0, divu(O= 0  опреде
лим амплитуды А[1\  А{р .  Условия А-а>0, ра> 0  обеспечат неоднородность
гармонических волн (2), т. е. локализацию возмущения в окрестности 
ребра.

Решение, соответствующее кромочной волне, представим в виде ли
нейной комбинации неоднородных продольных и поперечных волн
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вида (2)

(4) Ui=Uil)+Uit}
и потребуем выполнение граничных условий на каждой из граней клина 
в непосредственной близости от кромки, т. е. при £,=0, х2=0

(5) о Х Ч  ■ rijl}—{0,1,0},

о,;Тг/2) —0, rc/2> =  {sin0, —cos 0,0}.
Здесь ,) — тензор напряжений. Подстановка (2),
(4) в (5) позволяет обычными методами получить уравнение для фазо
вой скорости кромочной волны и две дополнительные зависимости относи
тельно коэффициентов затухания Ха,

/о cos20+/i sin 0 cos 04-/ 2 sin2 0=0,
(6) Х,/0 cos3 04-X,/, sin 0 cos2 0+ (X,/24-d,) sin2 0 cos 0+d2 sin3 0=0, 

c/o cos3 04-г/, sin 0 cos2 0+ (г/24-$,) sin2 0 cos 04-s2 sin3 0=0,
где

n = -  (2jx,2—etc2) ^  (2M, 24-c2) +4 |i,1|i, (1—ЛЛ,),
/ i=  — (2ц,2—ас2) Xt (4p,,24-c2) 4-4(xf [2ц,Х,4-Х,ц,—

(7) -Хщ,(14-Х,2)] -2Х,ц,2(2Х,2- с to1),
Д = -2 ц (Х,2(2ц*2- а с 2) 4-2ц< [4Ц .-(2Х ,2- а с 2) (14-Х,2) ],

(XtXt-DXt(4[а,24-с2) -  (2ц,24-с2) [4ц,Х,4-
4-2Х/|х,—2Х,щ(14-Х,2) —(2Х,2—ас2)Х,ц, ], 
d2= —4Х,2ц,ц, (Х,Х,—1)4- (2ц,24-с2) [(2Хг2—etc2) (14-X,2) —4XfX,], 
s,=t[4X, (Х/|Л,4-Х,|х,[х,2—X,|x,) —fx, (2|x,2+c2) (2X*2- a c 2) ],
S2=tXi[ (2X,2- a c 2) (14-X,2—fx,2) —4X,X/(1—fXzp,,)].

Здесь =c,2/c,2; a=(^f—2)/^; с — отнесено к скорости поперечной волны. 
Таким образом, для определения скорости с и коэффициентов Ха, [Ла 
(a=Z, £) получена замкнутая система нелинейных алгебраических урав
нений (3), (6).

В случае ортогональных граней (0=я/2) система (6) примет вид
[it (2Х,2—ac2) X, (2\h2—ac2) =0,

(8) 4[it2Xtih+ (2ц,2—etc2) (2ц<2+с2) =0,
(2ц,2—ac2) (2—c2) 4-4|x,[X,fX/|x,—X/(14-(xf2) ] =0.

В работах [5, 6] решение указанной задачи ищется при условиях
(9) Х,=ц,; Xt=[Xt.
В результате соотношения (8) оказались невыполненными и, как след
ствие, компоненты вектора смещения, определенные в работах [5, 6], не 
удовлетворяют граничным условиям. Предположение (9) приводит к оди
наковому затуханию возмущений вдоль каждой из граней, при этом по
верхностями равных амплитуд будут плоскости семейства #,4-#2=const. 
В изотропных средах, где ни одно из направлений не является преиму
щественным, гармонические волны такого типа вряд ли могут существо
вать. Выбор решения в форме (9) при произвольном 0 (в том числе и при 
0= я/2) не обеспечит равномерного затухания вдоль любого луча, выхо
дящего из вершины клина (требование изотропности), поэтому отыскание 
физически оправданного решения, исходя из системы (6) или (8), за
труднительно.

Следует ожидать, что построение кромочных волн в виде комбинации 
плоских неоднородных волн (2) возможно лишь при малых углах 0, когда 
требование изотропности будет выполнено с точностью до малых высшего 
порядка. • •• .



Считая 0 малым и отличным от нуля, представим коэффициенты Аа, 
|Ла и скорость С  В форме

•» А к

п  л (Л) (А) А л <°) (0)одесь Аа , ра , ск не зависят от и; Аа . Цсс , с — решение задачи при
0=0. Ыа основании (2), (4) и граничных условий (5) имеем следующие 
соотношения для определения амплитуд в нулевом приближении:

2 я Г ц 1<0)̂ (0)+ Ф ‘0>5 '1,>+а}0)£>,0)=о,

(И ) (2|я/0,2- а с 02)Л '°>+2^Г>/>,0)=0,

2i|ii°.4<0)-X,<l,V 1<,,,S |0> -(H -(i ((0>z)D<»)-0, 
где <

21,(,,=ЯгЛ; A -l '^ ikA ,

A?l) =ik.B; A2{,) = ikD; А3{,) =-(XcB+n,D).
Приравнивая нулю определитель системы (11), получим

( 0 ) ( 0 ) 2  ( 0 ) 2  ( 0 ) ( 0 ) ( 0 ) ( 0 )
(12) |it [(2р, —ас02) (2|Л( +с02) -4 р , р, (1—Я, А, )]= 0 .

Пусть р(£\ тогда Л (0)= Д <0)=0, а для определения с0 имеем

( \ - F ) / ( 4 - F ); F= .

Зависимость с0 от F для различных значений коэффициента Пуассона v 
представлена на фиг. 2.

Основные смещения в кромочной волне такого типа (фиг. 3) 

и,(0) = —кВ  ехр (А*(0)я i) sin (kx3—tot), а2(0) =0,

u3Q)= —Xt0)B  exp (A((0>£i) cos(kx3—coi).
Подставляя разложение (10) в (3) и (6), получаем

0асо4(р /1)+А/О))+ 02[рГ) ас04+2асо3р /1>С1+аСо4АГ) +2А,(0) c03C j]+ .. .=0.

(13) 0(2А/О)а/ !)—2сос,)+ 02[а/ 1)2+2А/О)А((2)+ р / ,)2—Ci2—2с0с22]+  . . .  =0,

0(2A/O)A((1)—2с0с,/^) +02[А?<1)г+2А/О)А/2)+ р /1)2—CjVf—2c0c22/ ftf]+  .. .=0.

Здесь точк1Г означают слагаемые, содержащие степень 0 больше, чем 2. 
Следует отметить, что с указанной степенью точности уравнения системы
(6) совпадают. Учитывая, что коэффициенты при каждой степени 0 обра
щаются в нуль независимо, получаем уравнения для двух последующих 
приближений. В итоге возможным разложением является следующее:

с=со+0(в2) ; Я,=Я‘°’ -1/2Я(°02+О (02) ;

^ 4= _ Я (<о>+О(02); Я,=Яг<0> +О(0)2; |i,=O(02).

Другая возможность построения решения дисперсионного соотношения
(12) следует из предположения тогда

(0)2 (0)2 (0) (0) . (0) (0).
(14) (2рг — ас02) (2р, +с02) —4р, р, (1—A, h  ) =  0.
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Если для нулевых приближений предположить выполнение условий (9), 

т .е . я Г = |г ,<0,= М ( 1 - с 7 т ) /2 ] ' '’; Я.,{0,=-ц,1в,==«=[(1-с*)/2],*> то из (14)

следует, cR<c0< ct. Коэффициенты разложения Яа<1\  |Аа(1\  с, могут быть 
найдены из уравнений

(2P-G6C»*) (4«*+c.*)+a, ( l - t t )  ]+и«(,) [4<2(1—Й) —
— i l t {2 f+ c02) ]+c,[2af(2f2+c02)co—2tc0(2lz—ас0г) ] +

+  Х Г  ( , -Ш 3) =h{ l ,  t, с»),

Я ,( 1 ) = 0 ;  ^ |X t< 1 )= — С о С ,,  JX iCi) + Z | i i (1> = - c <a / Y
Предложенная постановка задачи допускает существование различных 

видов кромочных волн, фазовые скорости которых не зависят от частоты,

Фиг. 2 Фиг. 3
Фиг. 2. Связь фазовой скорости с коэффициентами затухания для различных зна

чений коэффициента Пуассона (1 -  v=0,5; 2 -v= 0 ,25 ; £ -v = 0 )
Фиг. 3. Зависимость амплитуды смещения *7, в кромочной волне от глубины. Глу
бина отложена в долях длины волны, амплитуда отнесена к амплитуде нормаль

ного смещения на кромке 1 -  с0=0,7; 2 -  со=0,85; 3 -  с0 =0,9

что объясняется отсутствием характерных линейных размеров в геомет
рии бесконечного клина.

В  первом случае, как следует из фиг. 2, фазовая скорость может быть 
достаточно малой, но всегда конечной при 0-*О (с0= 0  соответствует три
виальному решению). Скорость волн другого типа превосходит релеев- 
скую.

Амплитуды смещений затухают с глубиной, но степень локализации 
возмущений в окрестности вершины различна. Наибольшая локализация 
наблюдается у волн с меньшими фазовыми скоростями.
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