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УДК 534.414ВЛИЯНИЕ ФОРМЫ ГОРЛЫШКА НА ДОБРОТНОСТЬ РЕЗОНАТОРАГЕЛЬМГОЛЬЦА
Рассчитана добротность, обусловленная вязкими потерями в гор­

лышке резонатора Гельмгольца, имеющем форму отрезка однополостно­
го гиперболоида вращения.

Как известно, ввиду малого сопротивления излучения низкочастотных 
резонаторов Гельмгольца их добротность определяется в основном внут­
ренними потерями. При малой амплитуде колебаний эти потери вызы­
ваются практически только вязким трением на стенках горлышка и тепло­
передачей через стенки сосуда. При заполнении резонатора газом оба эти 
фактора имеют один и тот же порядок величины; при заполнении водой 
существенны только вязкие потери. Добротность Q резонатора Гельмголь­
ца, обусловленная только вязкостью, равна

где Т — механическая энергия резонатора, равная максимальной кинети­
ческой энергии среды в горлышке, N  — средняя за период мощность 
вязких потерь в горлышке, о> — резонансная частота резонатора. Напри­
мер, для длинного цилиндрического горлышка с круговым поперечным 
сечением радиуса г

где x=Yo)/2v — волновое число вязкой волны частоты со, v — кинематиче­
ская вязкость заполняющей среды.

Имея в виду возможно большее увеличение добротности жидкостных 
резонаторов, естественно поставить вопрос, нельзя ли уменьшить вязкие 
потери в горлышке путем какого-либо изменения его поперечного сечения 
по длине, при этом минимальное поперечное сечение горлышка следует 
считать заданным, поскольку эффективный объем горлышка резонатора 
как системы с сосредоточенными параметрами должен оставаться малым 
по сравнению с объемом Q сосуда. Потери на конце горлышка и в месте 
сопряжения его с сосудом здесь не учитываются.

Рассмотрим горлышко вначале сужающееся, а затем расширяющееся 
(см. фиг. 1), причем будем варьировать скорость сужения и расширения 
по длине горлышка. При очень быстром изменении сечения получится 
«горлышко» в виде отверстия в стейке сосуда резонатора (такое горлышко 
часто удобно в конструктивном отношении). Расчет кинетической энергии 
и потерь проведем на основе упрощенной картины протекания среды в 
горлышке: считая, как обычно, среду, протекающую в горлышке, несжи­
маемой, представим картину протекания при наличии вязкости в виде су­
перпозиции колебательного течения, которое имело бы место для идеаль­
ной жидкости, и колебательного течения, соответствующего локально

В а с и л ь е в  В . А .

( о

(2) Q=y.r,
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плоской вязкой волне, отходящей от стенки горлышка и имеющей локаль­
ную амплитуду, равную амплитуде колебания у стенки в невязком тече­
нии, взятой с обратным знаком. Условия прилипания среды на границе 
окажутся выполненными, а влиянием вязкой волны на течение вне акус­
тического пограничного слоя можно будет пренебречь, пока длина вязкой 
волпы мала по сравнению с радиусом горлышка и радиусом кривизны про- 
дольного сечения горлышка. Последнее условие не позволяет распростра­
нить такое упрощение па случай отверстия в бесконечно тонкой стенке 
сосуда; однако такое рассмотрение допустимо при округлении краев от­
верстия достаточно большим радиусом кривизны.

Стремясь к возможно более плавпому переходу от сосуда к сужеппой 
части горлышка и от нее к наружному пространству, выберем форму гор­

лышка в виде симметричного отрезка одионолостиого гиперболоида вра­
щения. Расчет произведем приближенно на основе известного решения 
задачи о течении идеальной жидкости через круглое отверстие в плоском 
бесконечно тонком экране под действием перепада давления по обе сто­
роны экрана: такое течение имеют трубки тока в виде однополостпых 
гиперболоидов с осью, совпадающей с осью отверстия (см. фиг. 2); каж­
дый из таких гиперболоидов можно принять за жесткую стенку, и она не 
нарушит невязкой части течения. Так как поперечное сечение гипербо­
лоида возрастает по мере удаления от центра, скорость потока в дальних 
участках будет мала по сравнению со скоростью вблизи центра. Если, сле­
довательно, взять отрезок гиперболоида достаточной длины, то течение 
внутри такого горлышка изменится мало по сравпеиию с течением в бес­
конечной трубке тока, и кинетическую энергию в горлышке можно будет 
считать равной кинетической энергии течения песжимаемой жидкости в 
бесконечной трубке. Аналогично, вязкие потери в горлышке достаточной 
длины можно считать равными потерям в бесконечном горлышке.

Потенциал скорости XF течения идеальпой жидкости через круглое от­
верстие радиуса Ъ в экране можно иагшсать в виде

где |  и -  сплюснутые сфероидальные координаты [1], связанные с де­
картовыми координатами, плоскость 2=0 которых совпадает с плоскостью 
экрана, а начало координат выбрано в центре горлышка, формулами
720

Фиг. 1. Сечепие резонатора плос­
костью, проходящей через ось его

горлышка

Фиг. 2. Линии Totca жидкости,- про­
текающей через круглое отверстие 

в плоском экране

( 3 )



*=ЬУ(Ъ4 - 1 )  (1  г)2) co s  ф, г /= Ь У (^ 2- Ы )  ( l - r j 2) s in  ф,

Здесь Ь=а/cos а  — половина расстояния между фокусами образующей ги­
перболы, а  — угол между асимптотой образующей гиперболы и ее дейст­
вительной осью, а — действительная полуось гиперболы (центральный наи­
меньший радиус горлышка), а ф — полярный угол на плоскости z=0. Сфе­
роидальные координаты меняются в пределах

0<!<оэ, — 1<г)<1, 0<ф <2 л.

Коэффициенты Ламе равны

(4)
- у - ® . d - л 2)

й,-ЬУ(6*+1)(1-г,*).

Центральное поперечное сечение горлышка So соответствует значению 
£=0. Уравнение боковой поверхности горлышка S имеет вид | т| | =т)0=  
=sin  а. Область внутри горлышка определяется неравенством |г)|>г|о. 
Физический смысл величины / — поток скорости через отверстие в экране.

Скорость частиц среды в горлышке направлена вдоль координатных 
линий | .  Компонента и± скорости равна

(5)
1 dif 1

h  d \ 2nb2 У(|*+1 ) ( 6 2+ T | a)  irjl

Поток скорости через любое поперечное сечение горлышка равен по­
току через центральное поперечное сечение S0. Пользуясь формулами (4) 
и (5) найдем этот поток:

(в)
1

=  JJvdS =  | |  VlFtIS=2n. |*у/цгА,,йг)=
s0 So По

= / (  1 — По) = / ( 1 — sin а ) .

В силу антисимметрии течения относительно центрального сечения, 
кинетическую энергию потока в бесконечном горлышке можно найти по 
формуле

Г“ 2 Т  Ш ™ -

где р — плоскость среды, а У — одна из половинок гиперболоида — участок 
от центрального сечения до бесконечности. Интеграл представим как пре­
дел при £~>оо интеграла по части объема У, соответствующей половине 
конечного отрезка горлышка от центрального сечения до значения £. Этот 
интеграл заменим по формуле Грина суммой интегралов по поверхностям 
So, S, =  {|, т|о^Л^1, 0 ^ гУ <2я) и S2 — боковой поверхности горлышка. 
Тогда

Т=р  { J J  'FV'FdSd- [J 'F V H 'd S + Jf 'F V 'F d s ' ,
So S .
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где dS означает вектор элемента поверхности. Интегралы по поверхностям 
So и S2 обращаются в нуль, так как на So потенциал обращается в нуль, 
а на S2 скорость касательна стенке. В результате получим

Т= plim f f T V T O
\-*<я ^ ŝ.

Так как, согласно формуле (3), на поверхности 5, потенциал постоя­
нен, можно вынести Ч? из-под знака интеграла. Получившийся интеграл 
представляет собой поток скорости через поверхность S,, равный в свою 
очередь потоку через So. Пользуясь формулами (6) и (3), найдем:

(7) Г=р lim f f v W S = p l i m  Ч? ( g ) / ( l -  sina) =
* * l - * . o os l

= p / ( l— sin a )  lim 4 '(£ ) =
1-+O0

/ 2 (1 — Sin a) P  (1—sin a) cos a
= p ----------------------------------------- = p ----------------------

4b ‘ 4 a
Выберем в качестве обобщенной скорости величину / 0, тогда, сравни­

вая выражения (6) и (7), получим для соответственной обобщенной массы 
значение

Р cos a
(8) m ~  9 (А • Ч *2a (1 - s m a )
Соответственное значение обобщенной упругости К  есть

1К=
0Q ’

где р — сжимаемость заполняющей среды.
Среднюю по времени мощность потерь в вязкой волне, согласно рабо­

те [2], представим интегралом

' Ш
S

распространенным на всю боковую поверхность гиперболоида S. Заменив 
интеграл по S  удвоенным интегралом по половине поверхности горлышка, 
на которой т]>0, получим

со

(9)
Р

N = 2nvxp I \ 2hihvd^=vKp — X 
J 2я

oo

x v i - v  J
( l2+ l ) V r + ^

Pvv, p
2 rca2

: cos2 a  In ctg a/2.

/ 2v x p ^  1+V1—1]02 
4nbz 1 -У 1 -ц 02

Подставляя выражения (7) и (9) в формулу (1), получим, что доброт­
ность (?' резонатора с гиперболическим горлышком, обусловленная только 
вязкостью, равна

(Ю ) Q'=xan
(1—sin a)

cos a  In ctg a/2
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Сравним добротности двух резонаторов с гиперболическим горлышком, 
у которых собственные частоты и объемы сосудов равны, а центральные 
радиусы а' и а" и углы а ' и а"  различны. Поскольку равенство частот тре­
бует равенства масс, то в силу (8) получим

, ( 1 - s in a )  „ ( 1 - s in а")а , а , -  ..
cos а  cos а

Так как функция (1—sin a) /cos а  монотонно убывает с ростом а, то 
а'>а" при а '> а ". Далее, из формулы (10) следует, что отношение доброт­
ностей этих резонаторов равно

Q' _  а (1— s in a ')  (1—sina")
Q" а" cos a  In ctg a  /2  cos a" In ctg a"/2  *

Можно показать, что функция (1—sin a) /cos a  In ctg а/2 монотонно воз­
растает при возрастании а. Отсюда следует, в частности, что Qr>Q" при 
а '> а"  или, что то же самое, при af>a".

Выясним, как относятся добротности резонаторов с гиперболическим 
и цилиндрическим горлышками с равными собственными частотами и оди­
наковыми объемами сосудов при условии я=г, причем будем считать, что 
отношение радиуса цилиндрического горлышка к  его длине L  мало по 
сравнению с единицей. В этом случае обобщенную массу цилиндрическо­
го горлышка можно считать равной pL/no2 и, согласно формуле (8), меж­
ду параметрами обоих горлышек будет иметь соотношение

( И )

i + ™  
a L

ctg — -------------2 , па
1 -

Поскольку jta/2L<Cl, выражение (И ) можно записать в виде

( 12) C t g - - 1  +

Подставляя это выражение в формулу (10) и используя формулу (2), 
получим

о;
Q

Отсюда видно, что добротность резонатора с гиперболическим горлыш­
ком может быть примерно в полтора раза больше добротности резонатора 
того же объема с цилиндрическим горлышком того же радиуса.
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