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ДИФРАКЦИЯ В ДВУХСЛОЙНЫХ ВОЛНОВОДАХ 
ПРИ ПРОИЗВОЛЬНОМ РАСПОЛОЖЕНИИ КРОМКИ ДИАФРАГМЫ

Г р и г о р ь я н  Ф. Е.

Рассмотрена дифракция нормальных волн двухслойного волновода 
на диафрагме, кромка которой может занимать произвольное положение 
относительно границы слоев. Для расчета матриц рассеяния применен 
метод переразложепия граничных условий но системам классических 
ортогональных многочленов.

В [1] было рассмотрено распространение звукового поля в плоском 
двухслойном волноводе с диафрагмой, кромка которой находится на гра­
нице слоев. В данной работе предполагается произвольное расположение 
кромки диафрагмы, т. е. устраняется обязательное равенство ширины 
диафрагмы п толщины слои, прилегающего к стенке волновода, к которой 
диафрагма прикреплена.

В методическом плане решение такой более общей задачи основывает­
ся на дальнейшем развитии метода, использованного в [1]. Причем ока­
зывается необходимым рассмотреть отдельно два случая: случай, когда 
диафрагма не пересекает границы слоев, т. е. находится полностью в од­
ном из слоев, и случай, когда диафрагма пересекает границу слоев. В обо­
их случаях кромка диафрагмы может лежать и на границе слоев (пре­
дельное положение).

Расчетные схемы приведены на фиг. 1, 2. В обоих случаях плоский вол­
новод, образованный двумя абсолютно жесткими поверхностями у=0  
и у=а , включает два слоя, имеющие, вообще говоря, различные комплекс­
ные волновые параметры W , 7. Диафрагма, имеющая высоту 6, находится 
при х= 0 , причем может быть б< h  (фиг. 1) или б> h  (фиг. 2).

Целью исследования является нахождение эффективного метода вы­
числения матриц рассеяния нормальных воли. Система нормальных волн 
двухслойного волновода описана в [1]. Потенциал нормальной волны но­
мера j для двухслойного волновода имеет вид(1 ) фДа;, y)=<fi(y)e±r*x,
где

( ^= |AjCOs jij(z/—а) при h<y<a,
cos vfy при 0 < y< h.

Здесь |ij=V iy—7Д  Vj=Viy—7,2,
А} — множители, обеспечивающие обычные условия непрерывности 
грапнце слоев, {<рД?/)} — ортогональная система с весовой функцией

па

при h< y< ay 
при O ^yCh.

Рассмотрим случай б<h. Пусть гР “ (.т, у), Чг+(;г, у) — функции, опи­
сывающие потенциал слева и справа от диафрагмы. Введем в рассмотре­
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ние функцию скачка потенциала в плоскости диафрагмы:

e v ( |f ) = V - ( - O f у ) - Ч '+(+0, у).
Тогда можно записать, что

8Yn(pm(y) =
то—о

0, г/е(б,а),
оо

и - ?  J ^ U u d ) , i=y/6 , у е [  0,6],

1S / / / / S / S S . .
\а
’ /  /  /  /  /  S  /  / / +

1 б
h

2

V/ / / / / / / / / / / / / / / / / / /  :
0 х

Фиг. 2
Фиг. 1. Схема двухслойного волновода с диафрагмой (случай, когда диафрагма не

пересекает границу слоев) 1 -  to, 2 - Wi, ц
Фиг. 2. Схема двухслойного волновода с диафрагмой (случай, когда граница слоев

не проходит через апертуру), 1 - W 0, 7 0 , 2 - W u 7 1

где U2h{t) — полиномы Чебышева 2-го рода четных номеров. Выбор в (2)
разложения на [0, б] по системе функций ортогональных с весом У1—t2 
обусловлен видом особенности потенциала па кромке диафрагмы. Эффек­
тивность применения такого принципа для выбора базиса разложений 
показана в [1].

Используя граничные условия в плоскости диафрагмы для нормальной 
составляющей колебательной скорости, можно получить [1], что
(3) 6Fm= 2  (Smi—Xm/Tm) ,

где б mi — символ Кронекера, i — номер нормальной падающей слева вол­
ны, Хт — коэффициенты разложения нормальной колебательной скорости 
при х= 0  по системе {срт(у)}, у ^ [ 0, а]. Из (3), в частности, следует, что
(4) Xm=8miTm- T m8Y J2 .

Разложим теперь в равенстве (2) функцию 6XF (у) по системе {фт(у)}, 
получим:

со

(5) 8Ym =  ^СС/Ат,
А = 0

где
1

(6) Аш—W ^ 6 J  U2tl(t)cos(vmf t t ) \ i - t 2 dt/N,„,
О

А А кустически й  ж у р н ал , Л? 5 737



(7)
а

Nm= J‘ <f»m2 (у) G (у) dy.
0

Интеграл (6) является частным случаем более общего интеграла, при­
веденного в [2], в котором фигурируют полиномы Гегенбауэра. Подстав­
ляя надлежащее значение верхнего индекса полинома Гегенбауэра (рав­
ное единице), получаем, что( 8 ) A  hm =  W i Ч i  X k J z h *  1 ('vm6) /*V mN m ,
где Kh — некоторый коэффициент, зависящий от к , Дл+ i(vm6) — функции 
Бесселя 1-го рода.

С другой стороны, в силу равенства нулю нормальной колебательной 
скорости на диафрагме,

со

(9) £ * * . ( » ) - « ,  у е [0 ,в ].
ш=>0

Переразлагая (9) но системе полиномов Чебышева второго рода, полу­
чаем:

оо
(Ю) ^  X mJ2i+i (vra6)/vm= 0, Z=0, 1,2 —

m*=0

Подставляя (4) в (10), получаем систему уравнений относитель­
но б У,т

(И ! - j  £ в У . г  т^21+1 (VmS)/Vm — IWai+i 0V|6)/V|.
m=0

Затем с помощью линейного преобразования (5) получаем бесконечную 
систему линейных алгебраических уравнений относительно ^k=%haJ2:

оо
(12) £ 2 ? « p * -r ,/„ +1(v,a)/v«, i - 0, 1 , 2 . . . ,

где

(13) Bhl=Q2 ^ e ror ma /2S+1(vm6) / 2I+1(vm6) /(v m6)s,
m—0

0=б/а, em= W i^la/Nm. Коэффициенты em играют здесь роль обобщенных 
коэффициентов Неймана, поскольку при переходе к однородному запол­
нению (W 0= W i1 40= ^ 1) 8о=1 и гт—2 для т>0.

После решения системы (12) обратный переход к амплитудам нор­
мальных волн может быть осуществлен по формулам

6 Y J 2 = W ^ i  ^ M 2*+1(Vm6)/vJVm,ft= 0
(14)

Xm= r m(6mi- 6 7 m/2).

Тогда элементы матрицы прохождения (по потенциалу)
(15) Tim=8mi- 8 Y J 2 ,
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а элементы матрицы отражения (по потенциалу)
(16)

Случай б^А (фиг. 2) может быть рассмотрен аналогично работе [1], 
•с лереразложением нормальной колебательной скорости в апертуре по 
полиномам Чебышева 1-го рода. Ширина апертуры здесь уже будет отли­
чаться от толщины верхнего слоя /, поэтому для нее вводим d=a—б. Окон­
чательные формулы будут лишь немного отличаться от соответствующих 
формул в [1]:

с о

(17) Bin$n=J2l ( М ) , /= 0 ,1 ,2 . . . ,

где

(18)
оо

в ;п - Lтот О

т
Гта J2} ( / 2П ( М »»1̂) i

em=W0*{oAmZa/Nm -  обобщенные коэффициенты Неймана. Разумеется, что 
вычислительные формулы для величин, характеризующих систему нор­
мальных ВОЛН (Г™, (Лш, Am, Nm),
остаются неизменными.

Обратный переход к амплиту­
дам колебательной скорости нор­
мальных воли, соответствующих 
падающей волне номера i, осуще­
ствляется по формуле

Xmi = 

(19)

И7
Nт

Ап (Цт^) —
Лив О

втЛ(
Ата

ОО

/ 2п  ( Ц т ^ )  [}п .

п**0

Фиг. 3. Зависимости модуля коэффициента 
прохождения основной нормальной волны 
|Гоо| (кривые 1-3),  а также Re Го, Im Г0 
(кривые 4, 5) от высоты волновода а при 
h/a=l/ 2: 1 — случай 6 /а—4/ 4; 2 — 6/а='/2; 

(а-6)/а= ••3 =  'Л; 4 -  lORe Г0; 5 -  Im Г0

Элементы матриц рассеяния выра­
жаются через Xmi элементарным 
образом:
(20) Tim= X J  Гт ;

Rim=  Г<6 mi/ Гт ~Т{т.
Элементы этих матриц числен­

но равны амплитудам прошедших 
(отраженных) нормальных волн 
при падении нормальной волны 
вида (1), номера i-й, с единичной 
амплитудой. Недиагоиальные эле­
менты являются, разумеется, коэффициентами трансформации типов нор­
мальных волн (по потенциалу).

Матрицы систем (12) и (17) удовлетворяют некоторому принципу 
«предельной диагональпости». Суть его заключается в том, что при 
W ^ W o ,  и малых б или d системы (12), (17) становятся «почти
диагональными» в силу того, что в этом случае внедиагональные Вм и Bin 
приблизительно пропорциональны интегралу Вебера — Шафхейтлипа:

f t  °° d t
~  (v2- V )  J Ju(at)J4{at) —  =  sin (v-p,) = 0

при v¥=n, Re (v+p)>0.
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Значения коэффициентов (13), (18) вычислялись с использованием 
способов усиления сходимости рядов, описанных в [1]. Для вычисления 
входящих в (18) функций Бесселя комплексного аргумента z применя­
лась подпрограмма DCBJIN из пакета научных подпрограмм для ЕС ЭВМ
[3]. Для вычисления слагаемых в (13) при малых |vm6| подпрограмма 
DCBJIN дополнялась специальной подпрограммой вычисления функций 
J2h+i(z)/z при | z | < 1  с помощью отрезка степенного ряда.

Для решения систем (12), (17) последовательно возрастающих рангов 
использовался метод итераций. Оказалось, что для получения достаточной 
для практики точности (порядка 0,1% Для коэффициентов прохождения, 
(отражения) основной нормальной волны) можно ограничиться система­
ми пе выше третьего ранга.

На фиг. 3 приведены кривые для |Г 00| в зависимости от а при к /а = '/2у 
а также зависимости R e r 0(a) и Im Г0(а). Акустические параметры слоев 
(частота 1 кГц): W0= i,  см-1 (воздух), 1Г\=1,5-Ю,3, ^ ,=
=  (0,1+Ю,25) см-1 (величины, характерные для одного довольно широкого 
класса реальных волокнистых материалов).

Кривая 1 рассчитана с помощью системы (12). Случай б= h  (кри­
вая 2) рассчитывался как с помощью (12), так и с помощью (17). Резуль­
таты совпали в пределах точности счета. Кривая 3 рассчитала по резуль­
татам решения системы (17).

Характерные минимумы кривых 1—3 лежат вблизи А/4 — волнового 
резонанса пижнего слоя с некоторым сдвигом в сторопу больших значе­
ний а, что особенно заметно для случая §/а=Чь. Еще более сдвинут вправо 
максимум поглощения основной нормальной волны (максимум ReFo), 
которому приблизительно соответствует точка слабого перегиба кривой 
Im Г 0. В этой точке 1ш Т0̂ к=а)/с0. Заметим, что поскольку значения 
Re Г0 малы, то для большей наглядности построена кривая К Ж еГ0.

На графиках имеются значительные участки, где | о̂о | >  1, что, конеч­
но, не противоречит закону сохранения энергии поскольку это объясняет­
ся пеортогоиальпостыо в эрмитовом смысле нормальных волн в данпой

системе, т. е. j* tymtynGdo^Q, где о —поперечное сечение волповода и
О

шФп. С этим же обстоятельством связано и парадоксальное явление (кри­
вые 1, 2 при а>16 см), когда меньшей апертуре соответствует большая 
прозрачность для осповпой нормальной волны.

В заключение отметим, что развитые в настоящей работе методы могут 
быть использованы и для волноводов с числом слоев большим двух при 
условии, что либо диафрагма не пересекает границы слоев, либо граница 
слоев не проходит через апертуру. Для расчета распространения звуковых 
волн в волноводах с периодически расположенными вдоль продольной оси 
диафрагмами можно использовать уравнения, приведенные в работе [4] 
в которой способ вычисления матрицы {Tim} предполагается известным.
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