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НЕЛИНЕЙНОЕ РЕЗОНАНСНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 
АКУСТИЧЕСКИХ И ВИХРЕВЫХ ВОЛН В СДВИГОВЫХ

ТЕЧЕНИЯХ

Е з е р с к и й  А .  Б .

Изучено розолансное взаимодействие вихревых гидродинамических 
возмущений с двумя высокочастотными акустическими волнами. Приве
дены оценки эффективности процессов, которые могут быть использова
ны для управления турбулентпостью и диагностики структуры течения.

В последнее время оживился интерес теоретиков и экспериментаторов 
к старой проблеме [1] — воздействия акустических возмущений па гидро
динамические течения. Это вызвано наметившимися возможностями уп
равления с помощью звуковых полей развитием течений [2]. Например, 
удается увеличить дальнобойность струй, спизить аэродинамический шум 
потока [2], ускорить переход ламинарного пограничного слоя в турбу
лентный [3] и т. д. Уже выяснены отдельные механизмы такого воздейст
вия: трансформация звуковых волн в вихревые па неоднородностях (вы
ступы, края обтекаемых пластин и проч. [4]); возбуждение вихревых мод 
звуком благодаря вязким напряжениям и градиентам сдвиговых течений
[5]. Эти механизмы оказываются эффективными для потоков, характери
зующихся собственной неустойчивостью каких-либо вихревых мод. В этих 
случаях звуковое ноле фактически задает грапичные или начальные ус
ловия для определенного возмущения, выделяя его среди других, обла
дающих инкрементом.

Для устойчивых же течений слабое акустическое воздействие оказы
вается эффективным лишь при наличии накапливающихся вдоль потока 
эффектов. Такие эффекты имеют место при совпадении (резонанса) вре- 
мепной и пространственной структур акустических и гидродинамических 
воли. Ввиду сильного различия скоростей звука и вихревых возмущений 
в дозвуковых течениях такой резонанс частот и волновых чисел (для гар
монических волн) необходимо специально оргапизовать. Это можно, на
пример, сделать с помощью введения периодической пространственной 
структуры (периодическая подложка в пограничном слое, цепочка из аку
стических резонаторов в сдвиговом потоке и т. д.) либо за счет нелипейных 
эффектов. О них и пойдет речь в данной работе.

Сипхроиизм акустических волн с гидродинамическими сравнительно 
просто реализовать для комбинационпого возмущения частоты оъ, появ
ляющегося в результате нелинейного сложения звуковых волн с частота
ми о),, о)2 и волновыми числами к , ,  к 2:

( 1 ) (03 =  0)2—0),,
( 2 )  | к 3 | 2= ( к 2- к 1) к 3.

Резонанс возможен при любых скоростях течений благодаря тому что 
звуковые волны могут быть направлены под разными углами к потоку.

Именно такая ситуация рассматривается ниже. Показано что комбина-
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ционное воздействие волн можно использовать для управления устойчи
востью гидродинамических потоков и их диагностики — определения про
странственного и временного спектра мод.

При анализе нелинейного взаимодействия акустических и гидродина
мических возмущений будем исходить из двумерных невязких уравнений
(3) р (u /+  (u V) u) +  V р=0,
(4) p /+ d iv  (ри) = 0
и уравнения состояния

(5) р= р(р).
Здесь u= (U 0(y)-{-u(x1 у ) , v(x, у ) ) — вектор скорости, р — плотность жид
кости, р — давление, х, у — продольная и поперечная координаты.

Вначале обсудим качественно механизм воздействия акустических волн 
на вихревые возмущения. Из системы (3) —(5) для завихренности fi= ro tu  
имеем:
(6) р (Q/+: (u V) и) —рЙ=0,
т. е. завихренность Й может изменяться либо из-за возмущений плотности, 
либо скорости. Пусть эти возмущения р и и обусловлены нелинейным сло
жением звуковых волн. В первом случае изменение завихренности

( 7 )  Q i / M / p o  p / G o - 1 / p o P / l V ,  

а во втором

(8) Qm~UQoy=uUwy.

Сравнивая (7) и (8), получим
й х  pt Uoy р /  ( C 0 i  С О г )  Uov'(9) ----- ~ ~ ----------------------
Qn p0 иЦ" Рой i'U"

Оценив из уравнений (3) и (4) возмущения скорости и плотность на ком
бинационной частоте

( 1 0 )  « / - Щ И * / ,  p i » 2 * '

и сопоставив с ( 9 ) , найдем

( И )  Q i / Q n - M .

Здесь M=UQ шах/с  — гидродинамическое число Маха, с — скорость звука 
в неподвижной среде. Таким образом, для дозвуковых течений воздействие 
звуковых волн на вихревые происходит в основном благодаря возмущению 
скорости. Из формул (9) следует, что интенсивность этого воздействия 
зависит от кривизны профиля основного потока. Если, например, профиль 
скорости содержит тангенциальные разрывы завихренности, то воздейст
вие звука на гидродинамические возмущения будет сосредоточено на по
верхности раздела жидкостей различной завихренности. Ниже приводятся 
расчеты для двух ситуаций: определяется эффективность возбуждения 
акустическими волнами волн в пограничном слое и рассчитано резонанс
ное взаимодействие акустических волн с гидродинамическими в плоском 
канале. v

Рассмотрим два вида течения (см. фиг. 1, 2). Первый из них моделирует 
пристенное течение тина пограничного слоя, а второй — течение Пуазейля 
в канале. Канал одновременно служит акустическим волноводом.

Система уравнений (3), (4) в первом порядке теории возмущений
(12) р0 (u /+ U  (y)ux'+Uy'v)~px p/p0+px'+p0(uux'+uy'v) =0,
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(13) Po( v / + u (у) v j )  -p/p/po+^v'+po(у/гг+у/и) =0,

(14) Pi+U (у) рх'+р/гг+р/у+ро (« /+ » /)  +р (b, '+ i>/) =0. 
Движения в слое или в канале представим в виде

j - a l

где £= ехр  (i((0jt—kjx)) , /= 1 , 2, 3, ^  — вектор переменных ^<=(и, у, т), р,р), 
г\ — отклонение от равновесного значения поверхности раздела жидко
стей разной завихренности. При решении линейной задачи пренебрежем 
для звуковых волн наличием потока (это можно сделать при условии

Фиг. 1 Фиг. 2
Фиг. 1. Профиль течения типа пограничного слоя

Фиг. 2. Профиль течения в плоском канале у t=6, у2=2а+й,
j/3=2a+26

U0/c<  1, (oli2/Uoy'>l [6 ]), а для волн потока — сжимаемостью среды. Дис
персионная характеристика для гидродинамических волн в пограничном 
слое (фиг. 1) имеет вид [7]

(16) <*)=Uok—UJS sh кб exp (—/сб), 

а для воли в канале (фиг. 2) [8]

(17) (Oa=U0k—U0/8 th6Ar(th ка th6A + l)_1,

(18) сдл==110к Uо/б th &6(cth ка th /c6+l)_t

(o)t — частота волны с симметричной по вертикальной координате скоро
стью v(y), G)a с антисимметричной). Подчеркнем, что при отсутствии 
вязкости волны с дисперсионными характеристиками (16) —(18) устойчи
вы, т. е. Im (Do, Im со=0, а волновая система в целом консервативна. При 
этом можно записать энергию, связанную с возбуждением гармонической 
по 0=со£—кх волны. В пограничном слое

б + л  в

(19) W=<р0 J  ((U0+ uy+ v2)/2 d y -p 0$ U*/2dy+
О о*
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со со

+ро J  ({U0+ u)2+vz)/2dy—pc J U02/2dy>,
й+11 «

< > — означает усреднение по фазе 0. Аналогичное выражение можно запи
сать и для течения в канале. Если провести интегрирование и усреднение 
в формуле (19), то можно показать, что для рассматриваемых здесь воли 
потока определенная по этой формуле кинетическая энергия жидкости за 
вычетом кинетической энергии основного потока отрицательна:
(20) J F = -p 0(oE/o262< (р/6) 2>/ (kU0) <0.

Аналогично можно получить, что энергия воли, распространяющихся в ка
нале, также отрицательна. Отметим, что волны потока с дисперсионными 
характеристиками (17), (18) — это медленные волны, их фазовая скорость 
меньше скорости потока 1

(21) Сф=со/&<{70.

При взаимодействии акустических воли с гидродинамическими волнами 
отрицательной энергии возможны различные нетривиальные эффекты, 
панример усиление высокочастотной звуковой волны за счет распада низ
кочастотной волны (в системах без потоков такой процесс невозможен).

Вычислим коэффициент возбуждения волн в пограничном слое двумя 
плоскими акустическими волнами, одна из которых с частотой со i=  
= c ( k z-\-kiyz) ,/а падает па пластину под углом a ( tg cc=kl/k iy) и отражается, 
а вторая с частотой (й2=ск2 распространяется вдоль пластины. Будем 
исходить из системы уравнений (12) —(14). Амплитуды звуковых воли 
считаем постоянными, а амплитуду волны потока — зависящей от медлен
ного времени T=\y,t и медленной координаты Х —[хх (малым параметром 
является амплитуда воли). Волновые поля представим в виде
(22) w,=c2 (*,/о)iA,cos (к1уу) +М й1( ц/ с^ + К .С .,
(23) у1= с2(—А:11//гсо1А1 sin (klyy)+M vilf ulc)E{+К.С.,
(24) p,=po(^,cos {kiyy) +Mp,irn)77,+K.C.,
(25) u2=c ( A 2 + M h 2 i , и) S 2-hK.C.,
(26) v2=cMv2ii пЯг+К.С.,
(27) p2=Po(^2+Mp2Ii ц)Е2+К.С.

Ипдексы I и II относятся к различным областям (фиг. 1), поправки 
с этими индексами отражают влияние сдвигового потока на распростране
ние звуковых волн в первом приближении по числу Маха. Уравпения 
(12) —(14) совместно с условием непрерывности давления при переходе 
через поверхность раздела жидкостей с разными завихренностями дают
(28) (̂1)1,2̂ 1,21 iki 2U0̂ 1,21'ЬUу 2= i(01'2̂-1,211 
Отсюда следует оценка
(29) И121—Ц, 211̂ 17,2
для скачка горизонтальной скорости в звуковой волне. Эта величина, как 
мы увидим в дальнейшем, и определяет степень нелинейной связи волн 
в сдвиговом течепии.

1 В системе электронный поток -  плазма [10] медленные волны также обладают 
отрицательной энергией, отдавая энергию другим волнам или термостату, они рас
тут по амплитуде.
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Волну потока, амплитуда которой медленно меняется во времени и 
пространстве, ищем в виде [9]
(30) $3=Ai (X, Г)/ф3ie цЯа+р.^1, ц£3+К.С.
Изменением плотности в волне потока пренебрегаем. Для добавок получим 
из исходных уравнений после преобразований

(31) (
дг

к,2) V31,u= 2.iksU Van  +

+ a *~ik>U) (Р2,/ро2+  (и2+и2) /cl+U„'vu/с) )£ s- '^  .

Здесь р, u, v означают: p=pi+p и т. д.
Подберем такие акустические волны, чтобы порождаемое ими комби

национное поле было в резонансе с волной потока, т. е. были выполнены 
условия (1) и (2). Пусть <о3<(о,, о>2, тогда при заданпых <о2 и со3 наклоп- 
иую звуковую волну следует подавать иод углом а  таким, что_  *»(«>»)-*i(<a«)
{ ’ ё а  (*,(«»,) (2М ш ,)- * ,( « ,) ) ) *  ’
При точном выполнении условий синхронизма решение уравнения (31) 
можно представить в виде

(33)

В С и = ± '/ г к 3 j  ( 2 1 * :

дА,„
дХ Vv .11+/) • ТА,vdy.

Здесь С \ц  —произвольные постоянные, /  —пелинейпое слагаемое в пра
вой части (31). Для отыскания четырех постоянных в (33) необходимо 
учесть граничные условия: ип (0) = 0  — непроницаемость стенки, Уш(°°)< 
<оо— ограниченность возмущений вдали от стенки, t/3i(6) —1>3ц (6) =  
=<д/дх(и1—иц)г\Ег*> — непрерывность смещения границ и непрерывность 
давления на границе
(34) Pi (б)- р и  (б) =  (d/dt+Uod/dx) (йи (б)- й п (б)) +

+  (d A Jd T + U M Jd X )  (йзи (б) -Из. (б)) +
+  < ( (йийпх,+йпу% 1) -  (йгй^+йгу'щ) )Ег*>Пк9.

Подставляя в эти условия решения (30) и используя выражение (28) для 
горизонтальной скорости на границе раздела, можно получить сдстему 
уравнений, из условия разрешимости которой получается уравнение для 
медленно меняющейся амплитуды волны потока. Сила, отвечающая за 
«объемное» воздействие, в М-1 раз меньше, чем нелинейное воздействие, 
возникающее на границе (условие (34)). Поэтому коэффициент нелиней
ного воздействия о3, определяющий связь A t п А 2 с А 3 

дА3 3(о, дАз
<35>
может быть получен непосредственно из (34) (производная по медленному 
времени входит лишь в это граничное условие)
(36) о3= —c/6fclvfc,/A:22sin (kiyб).
Условием пормировки для волп потока будет
( 3 7 )  й з н  ( 6 )  u 3i  ( б )  —  1.

Очевидно, что даже при выполнении условий синхронизма (1) и (2) при 
а = 0  и а = п /2 а3= 0  и возбуждения волны в пограничном слое не проис
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LL>

ходит. В случае, если /с,6<1, максимальное воздействие звука при а= л /4 , 
а при ki8>l  есть еще несколько направлений распространения волны о»,

при которых поверхность раздела жид
костей различной завихренности попа
дает В ПУЧНОСТЬ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ (Oi и 
эффективность возбуждения волн в по
граничном слое максимальна.

Если ввести безразмерное время 
x=TUq/8, безразмерную координату 
к = Х /б, то уравнение для медленно-ме- 
няющейся амплитуды волны потока 
будет

(38) дА,
дх 

_  iQs 
~  U о

1 да>з 9А3
U0 дк3 дк 

б А {  А*

Фиг. 3. Синхронное взаимодействие 
двух акустических волн (кривые 1 
и 2 -  первая волноводная мода и 
плоская волна) с симметричной мо

дой потока (кривая 3)

Приведем оценку для величины воз
мущений, индуцируемых звуковыми 
волнами в воздушном потоке с профилем 
фиг. 1. Пусть амплитуда ультразвуковых 
(/=20 кГц) волн Л ,=Л 2=1,5* 10_3, что 
составляет 140 дБ от уровня слыши
мости 2*10“5 П а2. Тогда при наиболее 
эффективном возбуждении воли в пото

ке, скорость которого 3 м/с (М=0,01) и толщина пограничного слоя 
6=3 см, амплитуда индуцируемых звуковыми волнами гидродинамических 
возмущений нарастает на 1% от скорости основного потока (3 см/с) на 
интервале 506 (1,5 м). Известно [12], что при таких амплитудах возму- 
щепия вдоль потока начинают нарастать быстрее, чем экспоненциальная 
функция координаты (нелинейный рост), при этом уже па расстоянии 106 
такой процесс приводит к переходу от ламинарного режима к  турбулент
ному. Таким образом, возбуждая в пограничном слое с помощью звуковых 
волн гидродинамические возмущения, можно ускорить переход к турбу
лентности. Использование высокочастотных воли позволяет создать узкие 
звуковые пучки и возбуждать гидродинамическую волну в наперед задан
ной области потока. Очевидно, что в пограничном слое обратное воздейст
вие гидродинамических возмущений на падающее звуковое поле отсутст
вует—волна с частотой о), покидает область иелипейного взаимодействия. 
В капале же, который одновременно служит еще и акустическим волново
дом, такие эффекты возможны.

Обсудим условия реализуемости синхронных взаимодействий в такой 
системе. На фиг. 3 изображены дисперсионные характеристики волн, по
строенные при М=0. Хотя резонансно связапиых троек волн может ока
заться много, из-за ортогональности мод нелипейное взаимодействие будет 
возможно только между некоторыми из них. Разделим звуковые моды на 
симметричпые и антисимметричные в соответствии с поперечной структу
рой вертикальной скорости в волне. Из (12), (13) можно получить, что 
взаимодействие возможно лишь, когда звуковые волны одного типа сим
метрии взаимодействуют с симметричной модой потока, либо звуковые 
волны разного типа симметрии взаимодействуют с антисимметричной мо
дой потока. Это ограничение не зависит от деталей профиля основного 
потока, важпо лишь, чтобы он был симметричным. Поскольку в реальном 
течении Пуазейля неустойчивость связана именно с первой симметричной 
модой, то интересно рассмотреть резонанс, представленный на фиг. 3.

2 К настоящему времени созданы генераторы, дающие высокочастотные звуко
вые волны интенсивностью до 160 дБ f 11}.
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Будем считать безразмерные амплитуды в (22) — (27) функциями времени 
и координаты T=\it, Х=\хх. Считаем также, что A;ly= jt/2(a+6), тогда вол
на с частотой coi будет модой волновода. Уравнения для медленно меняю
щихся амплитуд звуковых волн получим из условия ограниченности до
бавок:

ОАi ^  1 д(х)i dAi 
дт U0 дкл дк

= iOiA2A3

(40)
где

дАг С  дАг 
—7 -  +  — —— =  ш2л,Л  „ 

дг и 0 ()у.

о,=2/л

аг= 2 /л  (*,„2/*22) (2fc12/c3+2A1/cs2+ ^ 1) X

X ^U0 — ^ - )  /C/„/+4cos (к1уа)к1у2/кг2{к^) ,

1=к3/8 (th к3а+ cth к36) XXcos(У Ш У  )/ (w +(-2(^6))) '
Эти уравнения нужно дополнить уравнением для амплитуды волны потока. 
При выбранной нормировке (37) оно совпадает с уравнением (38) для 
амплитуды волны в пограничном слое, но с иным коэффициентом а3 Оз= 
= — (/с,/с1у/М/с22) siп ( к 1уа). Подчеркнем, что аь а2>0, о3<0. Это является 
следствием того, что волны потока со)=(о3(Л) — волны отрицательной 
энергии [10]. Как уже говорилось, в данном случае происходит передача 
энергии другим волнам не от высокочастотной, а от низкочастотной зву
ковой волны. Оценим пространственный инкремент ч такой неустойчи
вости, возникающей при распространении звуковой волны с o)=(Oi (к) 
(фиг. 3) амплитуды 130 дБ в воздушном канале с потоком, максимальная 
скорость которого 10 м/с: -у =А ,УозО2~10~76. Обсуждаемое взаимодействие 
может быть использовано для диагностики слабонеустойчивых воли в сдви
говых течениях по характеристикам комбинационного звукового поля.

Автор благодарен М. И. Рабиновичу за постановку задачи, В. П. Реу
тову и 10. С . Качанову — за обсуждение результатов.
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