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ВЫЧИСЛЕНИЕ СТАТИСТИЧЕСКОГО МОМЕНТА ПОЛЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА ДЛЯ СИЛЬНЫХ ФЛУКТУАЦИЙ ПОЛЯ

К аравайников В .11 . ,  Ч ук ло в  В . А .

Дифференциальное уравнение для статистического момента ноля вто­
рого порядка преобразовано в интегро-дифференциальное уравнение, ре­
шение которого ищется в виде ряда. Доказано, что этот ряд сходится и 
получена формула для определения его членов. Рассмотрен случай, когда 
корреляционная функция флуктуаций показателя преломления среды 
имеет гауссов вид.

При распространении волн в среде со случайными неоднородностями 
наблюдаются флуктуации поля. В случае крупномасштабных неоднород­
ностей из-за многократного рассеяния вперед флуктуации поля быстро 
нарастают с расстоянием. Возникает задача статистического описания 
поля в случае сильных флуктуаций.

Полагая в общем уравнении для статистических моментов [1] п=1= 2 
и учитывая, что поле статистически однородно по поперечным координа­
там, для корреляционной функции поля получим уравнение

(1) —  <у11Л2>-гД<Л1Л2>+2а'[1+б(г1,|)]<Л 1Л2>=0, 
дх

где 1| и I  -  относительные координаты, а А=д21дц2+д2/дЪ>2. Решение 
уравнения (1) должно удовлетворять начальному условию. <А,А2>=1 при 
х= 0  и граничному условию <А1А2>-^ехр(—2а'х) при г и Послед­
нее вытекает из равенства
(2) <AiA 2>=<A>2+<AAiAA2>i
если учесть, что корреляция флуктуаций поля стремится к нулю при уда­
лении точек друг от друга, а среднее поле
(3) <Л>=ехр(— а'х).
Учитывая формулы (2) и (3) для корреляционной функции флуктуации
поля <AAtAAz> можно написать уравнение

д
(4) —  <AAlAA2>-iA<AAiAA2> + 2a'[l+ 8(r\l)](AAiAAz) =  

дх
= 2 а 'б  (це) ехр (—2а х )

Решение этого уравнения мы будем искать в виде
(5) <AAiAAz'>=exp(—2a'x)v.
Подставляя это выражение в уравнение (4), получим

(6) - ---- iAv+2а'б ( |ц ) и=2а'6 (£tj) ,

где А= д2/дЪ,2+дг/дг\2; их̂ 0= 0 и i;=0 при £ и Применяя к уравне­
нию (6) преобразование Фурье, получим

(7)
ди
дх

т  ^

+  i(<o2+h2)v+2a' J  J  б (со— у,; X—yz)vX
— 00

х  (У>Уг) dy,dyt=2а'6 («; X).
Ш
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Рассмотрим функцию 6 (ri; | ) , входящую в уравнение (1):

j

6(т,!) = --------- ----------- ,
ОО

jA r(t;-0 ;0 )d t
О

где под интегралом стоит коэффициент корреляции флуктуации показа­
теля преломления. Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение (7). 
Решение его будем искать в виде

ОО
(8) d = £ j (2a')'4vn.

я = 1

Тогда для W i получим уравнение
д W 4 л

(9) +^(о)2+ Г ) ^ 1= -б (0 ;Я ) ;  W, =0.
ох

Решение уравнения (9) имеет вид
X

W i= —б(ю;Х) J  ехр[—t(co2+A,2) {х—x)]dx.
О

Если учесть, что 6 (со; X) [2] неотрицательная функция, то получим 
| (Vt | <б(о>; к)х. Для №г мы получим уравнениеI , .

dw« г р -
(Ю) +  г (coz4-Л.2) W2=  J j  б (<о-у,; % -у2) X

'Х^ЛУйУгХ)йу1йуг, где W2 =0.О
Решение уравнения (10) имеет вид

W
W

: = -  J ехр[-г(ы 2+А,2) (ж—т)-]Х

+ сж>Х [ JJ Мю— Ь-Уг) Wt (Уи у2; x)dy, dy2 J dx.
— ОО

Для \ WZ\ найдем:

* +»
IW'sK jd x  [ | | б  (to- у ,;  Я -у 2) # ,(? /,; y2;x )d y ,d y 2^ d x <

x
2!

+ oo

Ц бС ю -у,;Я -угЖ у.угЫ у, dy2.

+ »
В общем случае получим в (« —а:,; Я—у,) в (ж,—аг*; у ,-у 2) . . .

— ОО

• . .  b { x ny n) d x xd y i . . .  d x nd y n; W n^ L t . Используя определение нормы для
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ЦЙМ1 и ||Ж2|!, будем иметь:

HW.HCiZ, где С1=||б((о;Я,)||,

г д е  С 2=  Иб2(со; А.) Ц. 
ZI

Если учесть, что

Лб2(со; Ш « |!в Л(ю;Я) П-Пб'(о); Х )||<67,то

w . \ \ < с г
х
2\

В общем случае оценка ||Й^«|| имеет вид,
х '
п\

Рассмотрим ряд
09

(Н ) d = Y i
71 =  1

Составим ряд из норм

сю

(12) £  (2 a ')" ||trn||.
п = - 1

Так как ряд (12) мажорируется рядом у  t (2 a ')nCin — , который схо-
71 —  1

днтся, то и сам ряд (12) сходится, а следовательно, и ряд (И ) сходится 
по норме.

С помощью обратного преобразования получим

(13) » (6 ;4 )“ J ] | (2a ')"F -‘[« r.].
п=1

Этот ряд сходится равномерно, что следует из оценки

+ «
\W * -W J <  J  J  [VFn( (o -W - irm(co-?.)]do)dX.

—  оо

Используя формулы (13), (5) и выражения (2) и (3), для (A tA 2> по­
лучим:

о*

(14) О М 2>=ехр(—2 a 'a :) [ l+  J ^ (2 a ')W « ] ,
n = l

где
1 °°

Wr =  —  ff е",ч“6+Хт1)Й̂ п(соД)й(ойЯ,, а Й'Лю; ).) определяется из 
2л

— СО
рекуррентного соотношения:

+  о о

(15) exp[-i(© 2+V ) (ж -т)]йт | |б ( ю —yi;A.-y2)X

'Xffi'n-iiy iSht) dy ,dyz.
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Рассмотрим случай, когда коэффициент корреляций флуктуаций по­
казателя преломления среды имеет гауссов вид:

(16) N =ехр ( - £2+П2+1‘
)■

~ а 2 г . а 2
В этом случае б(о>;Я) =  — ехр^ —(о>2+Х2) —

ной формулой (15) и связью между преобразованием Фурье и преобразо­
ванием Ханкеля. Тогда получим для WK выражение:

j  . Воспользуемся рекуррент-

где ак,т — коэффициент, относящийся к К -тому приближению, величина 
которого определяется но рекуррентной формуле:

(18)
, / n—K—l—l \  2(т+|- |)!

, +  . ) X
1-1

X
" * К - 1  \  / S - i  \ гК -1L ( t )  ' S  и . к йк-1; S-ij

S = l  + 1 « = 0
где

а ,» = (—1)"‘(« -1 )!  ( ” , 1\п —1—т/ т\

Исходя из формул (7), (14) и (17) для статистического момента полу­
чим выражение

со
(19) О М 2>=ехр(-2а'аг) [ l + ^  (2 а ')к(-1 )Х

K r=  i

п  —  К
п\т= О

где г2=т]2+£2. Применяя эту формулу для вычисления слабых флуктуаций 
уровня и фазы, получим выражения, совпадающие с соответствующими 
выражениями, полученными в работе [3].
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