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О ВЫЧИСЛЕНИИ АМПЛИТУД НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН
В СЛОИСТЫХ ВОЛНОВОДАХ

Л ы с а н о б  I O . I l .

Предложен простой метод нахождении амплитуд нормальных воли 
в слоистых волноводах, основанный на использовании обобщенного со­
отношения'ортогональности дли «вертикальных» собственных функций 
рассматриваемой краевой задачи.

13 работе [1] предложен метод нахождения амплитуд нормальных 
волн в слоистом волноводе с абсолютно отражающими границами, осно­
ванный на использовании соотношения ортогональности для нормальных 
волн. Ниже дано обобщение на случай, когда одна из границ является 
частично отражающей. Особенность этого случая заключается в наличии 
наряду с дискретным и сплошного спектра собственных значений.

Рассмотрим в цилиндрической системе координат г, z слой толщиной 
А: O^z^A, 0^г<оо, заполненный жидкой средой с плотностью р, и ско­
ростью звука c,(z), c2(z)->-<:«>=const при z -*-<». Пусть слой расположен 
на жидком полупространстве z>h  с параметрами р2, c2(z). Верхнюю гра­
ницу слоя z=0 считаем свободной. Если точечный ненаправленный гармо­
нический источник звука расположен в точке r=0, z=z,, zt<A, то звуко­
вые давления z) в слое и p2(r, z) в нижнем полупространстве 
удовлетворяют уравнениям Гельмгольца( 1 )  ‘ [ Д + & , 2 (z) ] P i  ( г ,  z) = —  (2/г) 6 (г) б (z—z,),
(2) [к+кгг(г))рг{г, z)=0 , к,_ 2(z) =ю/с,. 2(z),

А ^ д Тг+Г~1дг+дгг, •
где 6(z) и б (г) — одномерная и двумерная дельта-функция соответствен­
но, и граничным условиям

(3) ' p i ( r i  о) =0 ,
(4) Pi (г, А) =р2 (г, А), pr'dzPi (г, А) = р  г- хдгр2 (г, А),
(5) lim р2 (г, z) =0, ImA2>0.

2->оо

Решения уравнения (1) без правой части и уравнения (2), описываю­
щие уходящие от источника волны, имеют вид

( 6 ) ( 1 г ) ,

где Н\'] (gr) — функция Хаыкеля первого рода, — — параметр разделе- 
Н И Н .  Функции F (1* 2)(z) удовлетворяют уравнению (для краткости аргумент' 
£ иногда опускается)

(7) dzzF ™  (*) +  [*,% (z) - Г  ]F(,*2) (z) = 0  
и граничным условиям
(8) F"\(  0)=0,
( 9 )  ( А )  = Я 2 > ( А ) ,  P l - ‘ 0 eF ( 1 > ( A )  = p r ^ F < * >  ( А ) ,

(10) lim F (2) (z) =0, Im &2>0.
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Положив

(И ) РЪ*М)-А"-Ж'Ф<'-"М)9
где Ф(1)(я, £) удовлетворяет условию (8), а Ф(2)(г, £) — условию (10), 
А (1>2) — константы, и подставив (11) в (9), получаем дисперсионное урав­
нение для определения допустимых значений
(12) 1лФ(1)(А, 6)0,Ф(1)(Л; | )  =Ф (,>(А, | ) 9 гФ(2,(^  | ) ,

w =p2/pi.
Обозначим через (Z=0,1, 2, . . . )  корни уравнения (12) (дискретный 

спектр собственных значений). В рассматриваемом случае имеется и 
сплошной спектр собственных значений £v, где индекс v пробегает непре­
рывный ряд значений. В силу этого выражение для pii2(r, z) будет иметь 
вид

(13) p,i2( r , z ) = ^ j F i ll'2)(z)Hl') ( |ir)  +
I

где F\U4(z) и  Fyl,4(z)— вертикальные собственные функции дискрет­
ного и сплошного спектров соответственно (латинскими индексами отме­
чаются собственные функции дискретного спектра, греческими — сплош­
ного спектра).

Подставив Pi(r,z) в (1), а p2(r, z) в (2) и учтя соотношение [1] .

(1.2)

(Згг+г-*9г+ |,* )Я 0(,)(11.,г) =  ̂ б ( г ) 1
ЯГ

2 i

получаем

(14) ^  ^ ( ,,( г ) + |F v <,>(z)rfiv=nt6(z-z1),

(15) £  b T  (z)+ J  F ?  (z) d | ,= 0.
1

Для нахождения амплитуд нормальных волн Л,(,'2) = A {i<2) ( |/)  вос­
пользуемся обобщенным соотношением ортогональности

Л со *
(16) J  F,(“ {z)F${z)dz+m- '  J  F,<4(z)F™ (z)dz-O,

Z=̂ n, v
(оно получается стандартным для задачи Штурма — Лиувилля способом — 
см. [2], гл. 6).

Далее умножим (14) на Fn(z) и проинтегрируем по z от 0 до /г, а (15) 
умножим на т -1^п2) (z) и проинтегрируем по z от h до «> и результаты
сложим. Тогда на основании (16) находим

#

(17) J [F,<,>(*)]1&+m-,J [F,(l) { z ) ] 4 z = n i f ' ) (zt).
о л

Подставив

РУ‘г> ( г ) = А Г > Ф Г ‘ (*),(*.2) /Т» (1.2) Ф,(,'2)(2 )-Ф (,'г)(2,Ы
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в (17) и учтя, что, согласно (9),

(18) Л ?  = A il)Ф)1) (А)/Ф{в| (А),
окончательно получаем

Лh
(19) ЛГ' =лгФГ> (г,) { j  [Ф ^  («)]*&+

Выражение для Ai(2) получается согласно (18). Таким образом, даже при 
наличии сплошного спектра использование соотношения (16) позволяет 
простым способом находить амплитуды нормальных волн.

В качестве примера применим формулу (19) для нахождения ампли­
туд нормальных волн в однородном слое (/с,= const), лежащем на одно­
родном полупространстве (fc2=const). В этом случае собственными функ­
циями дискретного спектра являются

что тождественно совпадает с выражением, полученным в работе [3,

Автор благодарен Л. М. Бреховских, А. Г. Вороновичу и В. В. Гончаро­
ву за полезную дискуссию.
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(20) Ф(,) (z) =sin a.z, <l>t2'(z)= exp  [ia2(z—fe)J,
где

a  l§t= (k;§t- V ) ' b.
Дисперсиоипое уравнение (12) принимает вид
(21) tg x+mx(\i2—x2)~',i= 0, 
где обозначено

х = а  ih, пг)У% п=к21к1.
Подставив (20) в (19) при х=х,, где х{ — корни уравнения (21), и исполь­
зуя (21), находим

h  i — ( ^ J m x i Y { \ / x i ) t g X i S i n ? X i  ’

§ 37].
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