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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА КОАКСИАЛЬНЫМИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ
О Б О Л О Ч К А М И

Вовк И  .В .
Рассмотрена задача об излучении звука коаксиальными цилиндриче­

скими оболочками. На основе полученного решения составлена экви­
валентная схема и нроведен ее апализ.

Рассмотрим систему, состоящую из двух тонких коаксиальных ци­
линдрических оболочек (см. фиг. 1). Будем полагать, что длина оболочек 
бесконечна, а пространство между внешней и внутренней оболочками 
разделено периодически повторяющимися кольцевыми акустически мягки­
ми перегородками и заполнено жидкостью с волновым сопротивлением 
p,6i. Во внутренней оболочке — вакуум, а внешняя оболочка окружена 
жидкостью с волновым сопротивлением рс.

Пусть внешняя оболочка совершает гармонические пульсирующие ко­
лебания под действием равномерно распределенного по ее поверхности 
давления р. Учитывая периодичность размещения кольцевых перегородок,

достаточно рассмотреть участок коаксиаль­
ных оболочек, ограниченный плоскостями 
z = ± h , и принять следующие граничные 
условия:

• дФ/дг=0; г>г0:
( 1)

Ф =0; г2< г ^ г ,;  z=±h\

здесь Ф — потенциал скорости. Разобьем все 
пространство, где существует иоле, па две 
области: I область г2̂ г ^ г ,;  |z|^A; II об­
ласть г^ г0; |z|^&. В каждой из этих об­
ластей с учетом условий (1) представим по­
тенциалы скоростей для случая, когда 
2 А /^ «1  и 2АД<1; ^ = Cl//, Я =с//, ( / ~  ча­
стота)

( 2)

( 3 )

Я

Фиг. 1. Коаксиальные цилинд­
рические оболочки: / - в н у т ­
ренняя оболочка, 2 -  внешняя 
оболочка, 3 -  кольцевые пере­

городки

ф, =  [л  / 0 (k0r) + В К о (k0r) ]cos —  z;

Ф2= С Я ,(1> (кг) ;

ki =
2п

1 7
к =

2л

Здесь / 0(к0г), Ко(ког), (кг)— модифици­
рованные функции Бесселя I и II рода и функция Хапкеля I рода.

Неизвестные комплексные коэффициенты в формулах (2) и (3) опре­
делим из следующих функциональных уравнений:

1
V (i)= V 2 1 Г = Г 0  =  - 7 7 7 7 7 - (р+рА г = г ,  Рг I 5

( 4 )

Z (1>
1

Z (2) Pi I r=ra j

V (*) V, = v 2 r=nr<n
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где Pi и р2 — звуковые давлепия, a vv и и2 — колебательные скорости в соот­
ветственных областях; v(i) и v(2) — колебательные скорости, a Z (1) и Z (2) — 
механические импедаисы (на единицу поверхности) внешней и внутренней 
оболочек. Осуществляя подстановку, выражений (2) и (3) в уравнения (4 ), 
умножая правые и левые части последних на cos я/2hz и интегрируя их в 
пределах от —h до А, нетрудно получить систему линейных алгебраических 
уравнений относительно А , В ж С. Опуская промежуточные выкладки, да­
дим выражение, определяющее внешнее поле коаксиальных оболочек:

)рНо1) (кг)
ZH,w ’ (ku) '

Z = Z ,+ Z 2+Z 3>

t Яо(,,(/Ьг„) 
Hiw (kn) ’ 

E + j  (Z*k0) / (<* p.)z ,=

Z “ >/pc; Z ^ - j  

. 8p,A;
~J -*Z> =

jtzp&0 F + j(Z zk0)/ (cop,)
где:

o  =
/ о  (коГ,) K t (коГ2)  / i  (^о^г)АГо (кцГ i)

Е = -

F = -

I i(k0r2.)Kl (k0rl) - I i (k0ri) K l(k0r2)

Iо (коГ2)Ко (к„г,) I0 (kort) Кг, (k„r2)
'  j

А (АоГj) K\ (k^r2) ~\~Ii {коГ2) K Q {коГi)
11 { к о Г ^ К о  (коТ2) +  I q (&0Г2 ) K.i (k^Ti)

1 1 (коГ2 )if(&o?* 1) А  (АоГ 1 ) ^ 1  (А0 г2)

Таким образом, внешнее звуковое поле р2 зависит от импеданса Z, кото­
рый определяется тремя составляющими. Очевидно, что первая состав­
ляющая Z, является нормированным (по отношению к рс) импедансом 
внешней оболочки. Вторая составляющая Z2 есть безразмерный импеданс 
излучения внешней оболочки во вторую область и тождествен импедансу 
излучения пульсирующего цилиндра в окружающую среду [1]. Напомним, 
что реактивная составляющая Z2 имеет характер массы. И наконец, 
Z3 есть импеданс излучения внешней оболочки в первую область, который 
учитывает реакцию внутренней оболочки через жидкость, находящуюся 
между оболочками.

Проведем более подробный анализ выражения, определяющего Z3, для 
чего упростим его, предположив, что /с0г ,>  1 и /сг0>  1. Тогда, используя 
асимптотические представления модифицированных функций Бесселя [2], 
нетрудно показать, что
/лч „  8 л , th ^ + Z (2Vpc
(6)  ̂cth (х

я —/р cth (х—/{$ th fx+ZVpc

Р =
Pik
рк„

M '=*o(ri-r2).

Дальнейшее упрощение выражения (6) можно провести на основе пред­
положения о малости величины р. Учитывая известные свойства гипербо­
лических функций при малых аргументах, окончательно имеем

(-i<i>m+Zm )/Nz
(7) Z,

pc iV>MN* - ja M + ( - }< a m + Z m )/N2
(0=2  я /;

где w =pi (г4—rz) ; M =p,ft; Z (2)= —/cotfvh/Ww; N =  —  У А/(г,—г2) ;  т2=  
л

===р2 (г2 г3) -— масса единицы поверхности внутрепцей оболочки; 52= 
= 4  (г2—гз)£У(г2+ г3) 2 — упругость единицы поверхности внутренней обо­
лочки; р2, Е2 — плотность и модуль Юнга материала внутренней обо­
лочки.
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Нетрудно видеть, что величина т в (7) есть масса слоя жидкости меж­
ду оболочками, приходящаяся на единицу его боковой поверхности (г=  
= п ; | zj< /i), а величина М — половина массы этого же слоя жидкости, 
приходящаяся на единицу его торцевой поверхности (z=h\ rt< r ^ r 2). За­
метим, что в акустике массы такого рода называют поверхностными плот­
ностями [3 ]. Если величину N трактовать как коэффициент трансформа­
ции, то нетрудно убедиться, что в рамках метода электромеханических

Фиг. 2. Эквивалентная схема: а — не приведенная, б -  приведенная к точкам а -  а\

аналогий [4] выражение (7) с точностью до постоянной 8/я2 описывает 
входной импеданс эквивалентной схемой, изображенной на фиг. 2, а.

Выполненный анализ позволяет обрисовать физическую картину про­
цесса взаимодействия коаксиальных оболочек. Вынужденные радиаль­
ные колебания внешней оболочки вызывают радиальпые колебания слоя 
жидкости между оболочками. Однако благодаря наличию податливых 
кольцевых перегородок у жидкости есть возможность совершать также и 
осевые колебания (вдоль оси z). При этом ясно, что чем больше отноше­
ние A /(ri—г2), тем больше осевые колебания по сравнению с радиальны­
ми. Иными словами, происходит трансформация радиальной составляю­
щей колебательной скорости жидкости в осевую с коэффициентом транс­
формации N. Поэтому внешняя и внутренняя оболочки должны быть 
соедипены между собой через акустические трансформаторы, а элементом 
связи служит колеблющаяся в осевом направлении масса М  (см. 
фиг. 2, а) .

Теперь установим характер импеданса Z3, для чего вернемся к выра­
жению (7) и полояшм формально Z (2)->-oo. Тогда

(8) рс;

и становится ясно, что Z3 имеет характер массы. Если Z (2) имеет конеч­
ное значение, то ситуация несколько усложняется. Тем не менее, огра­
ничиваясь случаем h/(ri—r2) >  1, когда выполняется неравенство М > т , 
можно с очевидностью утверждать, что до частоты

1 Г *»' 1 * .
2л t  М + т '+ т 2')  ’

m'=m/N2;

т2 = т 2Ш2;

при которой знаменатель в формуле (7) становится равным нулю, вели­
чина Z3 будет иметь характер массы. Заметим, что U ~  частота резонанса 
параллельного контура, образованного элементами М, т\ м 2\ s2 (см. 
эквивалентную схему, приведеннную па фиг. 2, б). Из выражения (9) не­
посредственно следует, что при прочих равных условиях f t падает с умень­
шением толщины внутренней оболочки.

В области частот / , < / < / 2 (здесь / 2= (1 /2 я ) { s j  (т +т 2)}'!2 частота ре­
зонанса последовательного контура, образованного элементами т, т2, s2, 
см. фиг. 2, а) величина Z3 будет носить упругий характер, а в области 
/ > / 2 снова характер массы.
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Подводя итоги выполненному анализу и учитывая, что резонансная 
частота внешней оболочки определяется из условия Im Z = 0 (в вакууме 
ее резонансная частота определяется из условия Im Z (,)= 0 ) ,  можно сде­
лать следующие выводы. Взаимодействие коаксиальных оболочек приво­
дит к значительному снижению резонансной частоты внешней оболочки 
и тем большему, чем при прочих равных 
условиях тоньше слой жидкости между 
оболочками и тоньше внутренняя оболоч­
ка. Такой вывод, разумеется, справедлив 
при отсутствии диссипативных потерь в 
жидкости и материале оболочек. Если та­
кие потери учитывать, то снижение резо­
нансной частоты внешней оболочки (при 
уменьшении г,—г2 и г2—г3) будет, по-ви­
димому, наблюдаться только до некоторо­
го предела.

В заключение представим данные, поз­
воляющие судить о роли взаимодействия 
коаксиальных оболочек. Па фиг. 3 изобра­
жен расчетный график, характеризующий 
изменение частоты резонанса внешней 
оболочки при изменении толщины внут­
ренней оболочки, для следующих пара­
метров: го=0,03 м; ri=0,027 м; Гг=
=0,0265 м; 2А=0,025 м; p ^ .^ S - lO 6 кг/
/м 2*с; рс=0 ; р2=7,8-103 кг/м3; Е2= 2-1011 Н/м2; р1=7,2-103 кг/м3; £ ‘=0,73- 
•10й Н/м2; (р1, Ei — плотность и модуль Юнга материала внешней обо­
лочки). Здесь же, для сравнения, крестиком обозначена резонансная ча­
стота внешней оболочки для того случая, когда поверхность г2 акустиче­
ски жесткая, т. е. Z (2)->°°.
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