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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ДИСПЕРСИОННЫХ СООТНОШЕНИЙ 
ДЛЯ НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН ПЬЕЗОАКТИВИОГО ВОЛНОВОДА

И вина И .Ф ., Касат кин В. А.

На примере осесимметричных нормальпых волн стержневого пьезо- 
активного волновода выполнены численные расчеты дисперсиоппых кри­
вых для пьезокерамики типа ВаСаТЮз и ЦТС. Приведена таблица чис- 
лснпых значеппй постоянной распространения для первых трех нормаль­
ных волн.

Численный расчет корней дисперсионного уравнения для нормальных 
воли соответствующего волновода является обычно исходным при решении 
целого ряда дифракционных задач, к числу которых относятся и граничные 
задачи для волноводов конечной длины (резонаторов). Если резонатор 
является пьезоэлектрическим (например, пьезопреобразователь произволь­
ных размеров), то для его расчета необходимо предварительно вычислить 
набор корней дисперсионного уравнения нормальных волн пьезоактивного 
волновода, который является анизотропным по своим акустическим и 
электрическим характеристикам. Нормальная волна в пьезоактивном вол­
новоде описывается набором акустических (упругие смещения, упругие 
напряжения) и электрических (потенциал, электрическая индукция) ве­
личин.

Первые результаты расчета дисперсионного уравнения для пьезоактнв- 
ного стержневого волновода и вещественных значений постоянной рас­
пространения были опубликованы в работе [1 ], аналогичные результаты 
для пьезоактивного волновода типа пластины и комплексных значений 
постоянной распространения опубликованы в работе [2].

Ниже подробно анализируется дисперсионное уравнение для случая 
осесимметричных нормальных воли пьезоактивного стержневого волновода 
из пьезокерамики типа ВаСаТЮз и ЦТС, полученное ранее в работе [1].

Пусть пьезокерамический волновод радиуса г=а , поверхность которого 
свободна от упругих напряжений и зарядов, задан набором пяти упругост- 
пых постоянных при постоянном поле Си, С33, С55, CJ2, С13, трех пьезопо­
стоянных £3з, £з!, двух диэлектрических постоянных прп постоянной де­
формации еи, г33. Будем считать, что ось волновода совпадает с направле­
нием поляризации пьезокерамики и направлением распространения нор­
мальных волн.

Дисперсионное уравнение имеет вид [1]

(1) 1Ы=о,
где b = (b pq) — квадратпая матрица с элементами

biq=  {ia lqk3Cx3+C  и а гчк1Ч+1а3чк3̂ ез/)1од+ (Cttf—C u )J

boq— ( C „'a lqkiq+ ia 2qk3C5S CC3(jP̂ |5 K iq)J\qi 

b3q— ( O'iS*к\q~\~iC&2q&lb k3~\~cc3qGu kXq) /jg,

Jdq—Jo {kiq) у Jiq — Ji (kXq) , 1 ,2 ,3

к3=(оа/СФ — нормированная постоянная распространения вдоль оси z вол­
новода, о), Сер — круговая частота и фазовая скорость распространения вол­
ны, a iq= A u , GC2q=A 12l cc3q= A i3t А «  — алгебраические дополнения элементов 
матрицы аи, взятые при соответствующих корпях kiq уравнения Кристоф-
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a ^ ik jc z ( e 3l'+ e l5' ) ; Лзз=*32+ е „ //с12;

*L2=a)2pa7C33; /с<2= б)2ра7С55;
Cik'^CJCw; р — плотность,

£«А/ =  £»&/£зЗ> 3» Р==взз2/бззСзЗ*
Уравнение Кристоффеля (2) определяет три типа функциональной свя- 

-зп klq= f q(Jct2, А:32, С,*), соответствующих квазинродольной, квазипопереч- 
ной и квазиэлектрической волнам, которые являются составляющими лю­
бой нормальной волны пьезоэлектрического волновода.

Численные расчеты дисперсионного уравнения (1) были выполнены 
для пьезокерамик типа ВаСаТЮз и ЦТС; полный набор их параметров за-

'Фиг. 1. Корни уравнения Кристоффеля. а -  для пьезокерамики типа ВаСаТЮз, б -
для пьезокерамики типа ЦТС

имствован из работы [3] и сведен в табл. 1. Остановимся подробно на 
результатах численных расчетов уравнений (1) —(2).

На фиг. 1, а, б приведены результаты расчета уравнения Кристоффеля 
в виде семейства кривых в координатах x = k 32/ktz, Y = k lz/kt21 штрпхпунк- 
тнрные линии соответствуют приближению [5=0, при котором электри-

Таблица 1
Нормироплппме физические характеристики пьезокерамических волповодов

Т и п
к ер а м и к и С и' С ,2'= С ,* ' С5г/ e n' е 3\' е 16' 3

В а С а Т Ю з 1 ,05 0 .45 0 ,3 1 ,10 - 0 , 2 3 0 .81 0 ,15
Ц Т С 1 .20 0 ,6 0 0 ,2 1 ,94 - 0 ,2 1 1 ,09 0,31

ческая волна существует независимо от акустических (А|32=—AaVe,/), 
штриховые линии соответствуют изотропному приближению (С11'= е 1,= '1, 
Ci2'= C i3,= l —2CV) при отсутствии электромеханической связи ((5=0). 
В этом случае А,,2=А Ь2—А32, А122=А<2—А32, kiZl= —k32.

Этим корням соответствуют продольная и поперечные волны деформа­
ции и электрическая волна, каждая из которых распространяется незави­
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симым образом. В случае анизотропной пьезоактивпой среды можно гово­
рить лишь о квазипродольной, квазипоперечиой и квазпэлектрической вол­
нах, для каждой из которых отличны от нуля как упругостные, так и элект­
рические величины. Такое разделение воли является чисто условным, так- 
как при сильной анизотропии и электрической связи отдельные составляю­
щие могут образовывать комгшексно-сопряженпые пары (на фиг. 1, а, б

а

Фиг. 2. Дисперснонпые кривые для нормальных волн анизотропного 
пассивного волновода, а -  из пьезокерамикн типа ВаСаТЮз, б -  из пье­

зокерамики типа ЦТС
указаны только вещественные корпи), а сама идентификация волн осно­
вана па наличии предельного перехода к случаю полной изотропии и от­
сутствию электромеханической связи.

Дальнейший расчет дисперсионных соотношений сводится к совмест­
ному решению уравнений (1 ), (2 ), результаты расчета поясняются 
фиг. 2, 3. Дисперсионные зависимости на фигурах вы полпены и пронуме­
рованы аналогнчпо тому, как это сделапо в работе [3].

На фиг. 2, а, б приведены дисперсионные кривые для анизотропного 
волновода в приближении Р=0, когда деформационные и электрические 
нормальные волны существуют независимо, причем электрическим нор­
мальным волнам соответствуют чисто мнимые значения постоянной рас­
пространения, определяемые уравнением

Ви (#m) Хт^О.

Семейство кривых на фиг. 2, а относится к анизотропному волноводу па ос­
нове пьезокерамикн типа ВаСаТЮз, па фиг. 2, б — к волноводу па основе 
пьезокерамики типа ЦТС. Нумерация деформационных нормальных воли 
аналогична использованной в работе [3], электрические волны помечены 
номером корня хт.
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На фиг. 3, а, б приведены дисперсионные кривые для анизотропных 
пьезоактивных волноводов ([}=^0), выполненных из пьезокерамик типа 
ВаСаТЮз и ЦТС соответственно. Влияние электромеханической связи на 
характер спектра собственных значений к3 проявляется в следующем.

При наличии электромеханической связи независимые ранее (в при­
ближении ji=0) деформационные и электрические нормальные волны об-

а

Фиг. 3. Дисиерсиоппые кривыо для нормальных волн пьезоактивного 
волновода, а -  из пьезокерамики типа ВаСаТЮз, б -  из пьезокерамики

типа ЦТС
разуют единое множество нормальных волн пьезоактивного волновода. 
При малом значении электромеханической связи (например, в случае 
пьезокерамики типа ВаСаТЮз) указанные выше два подмножества нор­
мальных волн в значительной степени сохраняют свои индивидуальные 
особенности, как видно из сравнения фиг. 2, а, 3, а. Для удобства класси­
фикации в этом случае можпо говорить о квазиэлектрических и квази- 
упругостпых нормальных волнах. Каждое из семейств несколько деформи­
руется в силу электромеханической связи, а семейство квазиэлектрических 
нормальных волн приобретает дисперсию. Как отмечалось в работе [2], 
учет электромеханической связи не изменяет значений критических частот, 
на которых нормальные волны зарождаются как квазипродольные, и не 
изменяет общего числа критических частот. Взаимное влияние квазиэлек­
трических и квазиупругостных нормальных волн вплоть до взаимной 
трансформации проявляется только в области мнимых зпачений /с3, ника­
ких дополнительных квазиэлектрических нормальных волп в области ве­
щественных значений к3 не появляется.

С увеличением электромеханической связи (например, в случае пьезо­
керамики типа ЦТС) растет взаимная деформация спектров квазиэлектри­
ческих и квазиупругостных нормальных волн, причем взаимная трансфор­
мация волн имеет место в окрестности плоскости Re к3= 0.
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Таблица 2>
Корпи дисперсионного уравнения кзи для пьезоактивного полиовода на

оспове пьезокерамики типа ЦТС

hmta
п=0 п=1 п-=2

Ке &зо Rc ft3i Im ftji Re ftз2 Im ft 32

0,2 0.083 1.848 3,745 -1.848 3,745
0,4 0,158 1.848 3,706 -1.848 3,706
0,6 0,323 1.848 3.680 -1,848 3,848
0,8 0,417 1,848 3,643 -1,848 3.643
1.0 0,465 1,849 3,595 -1,849 3,585
1,2 0,558 1,852 3,536 -1.852 3,536
1.4 0,651 1,586 3,466 -1,856 3,466
1.6 0,744 1,863 3,384 -1,863 3,384
1.8 0,837 1.872 3.290 -1,872 3,290
2,0 0,930 1.885 3.184 -1,885 3,184
2,2 1,023 1,902 3,066 -1,902 3,066
2,4 1,116 1,923 2.935 -1.923 2,935
2,6 1,210 1,947 2,790 -1.947 2,790-
2,8 1,304 1,974 2,630 -1,974 2,630
3,0 1,398 2,004 2,450 -2,004 2,450
3,2 1,492 2.037 2,247 -2.037 2,247
3,4 1,588 2,073 2.010 -2.073 2,010
3,6 ■ 1,683 2,115 1,719 -2,115 1,719
3,8 1,780 1,755 1,503 -1,755 1,503
4,0 1,879 1,521 1.108 -1,521 1,108
4,2 1,979 1,352 0,751 -1,352 0,751
4,4 2,082 1,213 0,625 -1,213 0,625
4,6 2,188 1,108 0,425 -1.108 0,425
4.8 2,300 0,950 0.003 -0,950 0,003
5,0 2,418 1,096 0,0 -0.811 0,0
5,2 2,548 1,654 0,0 -0,235 0,0
5,4 2,691 1,939 0,0 0.0 0,0
5,6 2,852 2,157 0,0 0,250 0,0
5,8 3,031 2,316 0,0 0.521 0,0
6,0 3.229 2,489 0,0 0,710 0,0
6,2 3,443 2.624 0,0 0,884 0,0
6,4 3.669 2.746 0,0 1.047 0,0
6,6 3.907 2.861 0,0 1.209 0,0
6.8 4.154 2.971 0,0 1.348- 0,0
7,0 4.411 3,077 0,0 1,490 0,0
7,2 4,674 3,182 0,0 1,627 0,0
7,4 4,944 3,285 0,0 1.761 0,0
7,6 5.219 3,388 0,0 1.893 0,0
7,8 5,497 3,491 0.0 2,022 0,0
8.0 5,776 3,594 0,0 2.151 0,0
8,2 6,055 3,698 0.0 2.280 0,0
8,4 6,333 3,804 0,0 2,410 0,0
8,6 6,609 3,912 0.0 2.542 0,0
8,8 6.882 4,023 0.0 2,687 0.0
9,0 7,153 4,138 0,0 2,820 0,0

В табл. 2 сведены значения постоянной распространения первых трех 
нормальных волн пьезоактивного волновода на основе пьезокерамики типа 
ЦТС. Эти данные могут быть использованы для расчета спектра собствен­
ных частот пьезоэлектрических резонаторов, а также для анализа рас­
пространения нормальных волн в пьезоэлектрических средах.
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