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ПРОИЗВОЛЬНОЙ ПОЛЯРИЗАЦИИ

Сазонов  И  . А .

Предложен и рассчитал виброизолятор для изгибных волн в стержне, 
представляющий собой цепочку прикрепленных к стержню осцилляторов 
в виде изогнутых пружин с грузами. Показано, что такой виброизолятор 
может гасить изгибные волпы произвольной поляризации в широкой по­
лосе частот.

13 работах 11—3] предложена схема виброизолятора, состоящего из 
цепочки близко расположенных одинаковых осцилляторов, закрепленных 
на вибрирующей поверхности. Например, для стержня, совершающего 
изгибные колебания в некоторой плоскости, такие осцилляторы можно 
осуществить, насаживая грузы на пружины, выполненные в виде стер­
женьков или полосок, работающих на изгиб (фиг. 1). Как показано в ра­
ботах [1, 2 ], нижняя граница диапазона запирания такой цепочки — ре­
зонансная частота осцилляторов, а отношение верхней и нижней гранич­
ных частот этого диапазона определяется погонными плотностями стерж­
ня рст и грузов цепочки ргр:

Для одновременной изоляции колебаний в перпендикулярной плоско­
сти можно было бы применить вторую такую же цепочку, установленную 
под прямым углом к первой (фиг. 2 ). Однако в этом случае из-за большой 
жесткости пружины в продольном направлении погонная плотность гру­
зов цепочки, предназначенной для другой поляризации, добавится к по­
гонной плотности стержня. В результате этого отношение граничных 
частот диапазона запирания получится равным:

т. е. всегда меньшим V2, как бы не была велика погонная плотность 
грузов.

Для изоляции изгибных волн произвольной поляризации в широкой 
полосе частот предлагается применять вместо прямых пружин изогнутые, 
располагая их симметрично относительно оси стержня (фиг. 3). В таком 
случае, как будет показано ниже, все осцилляторы будут давать свой 
вклад в изоляцию колебаний любой поляризации.

Расчет действия такого виброизолятора проведем для пружин, изогну­
тых но дуге окружности. Обозначим радиус кривизны пружины через Д, 
угол ее изгиба — р, массу груза — т. В данной задаче можно пренебречь 
инерцией пружины, ее растяжением и сдвиговыми деформациями. Отбра­
сывая соответствующие члены в уравнениях гармонических колебаний 
изогнутых стержней [4 ], получим уравнения, которым должны удовлет­
ворят], динамические и кинематические величины, описывающие движе­
ние пружины при колебаниях груза:
(1) F ' - Q = О, F + Q '= О, M '+ R Q = 0, R M -g O '= О,

г]=0.
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Здесь <р — угловая координата точек пружины (0 < ф < р ), £(ф) и т)(ф) — 
амплитуды смещений пружины по касательной и нормали, гНф) — ампли­
туда угла поворота касательной к пружине, F ( ср) и ( ? ( ф ) — амплитуды 
касательной и нормальной компонент силы упругости, действующей в се­
чении пружины, М {ср) — амплитуда изгибающего момента, g = E I  — изгиб- 
ная жесткость пружины (Е — модуль Юнга, 1 — момент инерции попереч­
ного сечения пружины относительно бинормали); штрихом показано 
дифференцирование по ф; множитель exp (—io)£), как обычно, опущен.

Фиг. 1 Фиг. 2 Фиг. 3
Фиг. 1. Цепочка для изоляции вибраций одной поляризации (направление колеба­

ний показано стрелкой)
Фиг. 2. Элемент невыгодной виброизолирующей цепочки для колебаний произволь­

ной поляризации
Фиг. 3. Элемент виброизолятора на осцилляторах с изогнутыми пружинами

Общее решение уравнений (1) может быть записано в виде

Ъ>= А 1ц> cos ф+Л2ф sin Ф+Л3Ф+Л4+Л 5 cos ф+ А в sin q>, 
r\=Ai (—ф sin ф+cos ф) + A 2(Ф cos ф+sin (p)+A3—A 5 sin ф+ A 6 cos ф,

( 2)

■0'=(—2At sin <p+.2A2 c o s  ф+Л3ф+Л4)/Д,

M = { —2A { cos ф—2̂ ,2 sin q>+A3)g/R2,

F = ( 2 A 1 cos ф+2Л2 sin ф)g/R'\

Q = ( —2Al sinq)+242cos ф)^/Д3,

где >41, . . . ,  A q — произвольные постоянные.
Для нахождения реакции осцилляторов на стержень удобно ввести 

обобщенную жесткость — матрицу С =[Сц\ (i, 7= 1 ,2 ) ,  связывающую силы 
и смещения на конце пружины, присоединяемом к стержню:

Вычислим матрицу жесткости одного осциллятора. Для этого подберем 
коэффициенты А и . . . у А б, так, чтобы решения (2) удовлетворяли сле­
дующим граничным условиям:

£ (0) = !° ,  ц (0) =т]°, *& (0) = 0
- о ) 2̂ | ( р ) + ^ ( ^ ) = 0 ,  -cn2mri(lS)H-(?(p)=0, ЛГ(Р)= 0.

Компоненты матрицы при этом можно найти по формулам
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Расчет дает

Cn =  (2g/R3A) (6—2р sin2 р—3 sin р cos p+4sin p),

C2 2 — {2g/R3A) (6—2p cos2 p+3 sin p cos p),

Ci2 ==C2i =  (2glR3A) (2p sin p cos p+3 cos2 p -2  cos p -1 ) ,
где 6=2gl(o2mR3—$, Д =62+ б (4  sin p -2 p ) -2 p  cos p sin p -7  cos2 p+8 cos p -1 .

Все компоненты матрицы жесткости обращаются в бесконечность на 
частотах собственных колебаний изогнутой пружины с грузом, второй ко-

Фиг. 4. Зависимости оц/соо (а), (о2/о )0 (б), ш*/(о0 («О от р

Фиг. 5. Зависимость Д р/ ргр от безразмерной частоты о>/соь отложенной в логариф­
мическом масштабе. Заштрихованы диапазоны запирании. График построен для

сл уч а я  o)2= 2 o )i

нец которой жестко закреплен:

0)1,2 0)о » 1 —1 1
бр—б sin p±3VD

где о)о2= 3 g/rnl3 — частота колебаний осциллятора с прямой пружиной 
длины Z=*#P, D = p 2—4р sin р+2р sin р cos p+3 cos2 р—8 cos р+5. При р-^0 
нижняя частота стремится к со0, а верхняя к бесконечности (фиг. 4).

Вычислим обобщенную жесткость Сп системы, состоящей из 3 сим­
метрично расположенных осцилляторов:

п
(3)

й=1
8jkC0rS

где 0*= [
cos 0А sin 0* I 

-sin0A cos 0ft J
cos 0* —sin 0ЛI 
sin 0* cos 0* J

— матрицы поворота вокруг оси стержня на угол 0А и —О*, причем Qk=  
= 2 л (к— 1) /лг. Произведя в (3) суммирование, получим

(п/2) (<Си+С22) 0 1
О (п/2) (Cu+C22) J ’

Таким образом, жесткость системы, состоящей из симметрично распо­
ложенных осцилляторов, в любом направлении, перпендикулярном оси 
стержня, одна и та же и равна С(со) =  (п/2) (Сп+ С 22) =  (2nglWA) ( б—р+ 
+ 2  sin р). Это выражение удобно записать в виде

г  t \ г ГС (со) =пт<д ■{ — -------Г +
I со—со.
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Если умножить эту величину на число осцилляторов в одпой цепочке N, 
приходящихся на единицу длины стержня, то получим эффективную по­
гонную жесткость виброизолятора:

(5) x(<o)=C(co)iV.
Анализ уравнения изгибиых волн в стержне с виброизолятором [1, 2] 

показывает, что действие виброизолятора приводит к добавлению к погон­
ной плотности стержня величины

( 6 )  Д р = — x ( c i ) ) / ( D 2 .

Используя выражения (4), (5), (6) , а также очевидное соотношение 
ргр=nNm, получаем, что эффективная погонная плотность стержня с виб­
роизолятором равна:

р э ф Ф  =  р с т + Л р  =  р с т

Запирание происходит в тех диапазонах частот, в которых эта величина 
меньше нуля, при этом волновое число изгибиых волн в стержне с вибро­
изолятором становится комплексным.

Диапазоны запирания могут быть определены графически с использо­
ванием графика частотной зависимости Др/ргр (фиг. 5). Анализ приведен­
ной зависимости показывает, что для рассматриваемого виброизолятора 
существует два диапазона запирания, нижними границами которых яв­
ляются частоты о , и о>2. Верхняя граница нижнего диапазона запирания 
всегда лежит ниже частоты ы‘ = (о0(Р73(^—sin р ) ) ’\  ( c o 1< c o * < c d z ) , па кото­
рой эффективная жесткость осциллятора равна нулю. Эта частота соответ­
ствует свободным колебаниям системы из /г^З осцилляторов, скрепленных 
между собой свободными концами, при которых точка скрепления пружин 
смещается, но центр тяжести системы остается неподвижным. Зависимость 
частоты со* от  ̂ показана на фиг. 4.

Верхний диапазон запирания можно сделать сколь угодно широким, 
подбирая достаточно большую погонную плотность грузов, поэтому верх­
ний диапазон запирания может быть использован для широкополосной 
виброизоляции. Так как труднее изолировать колебания более низких час­
тот, то выгодно применять осцилляторы с углом изгиба, примерно равным 
4я/3, при котором нижняя граница верхнего диапазона запирания дости­
гает минимума (кривая б на фиг. 4).

В заключение автор выражает благодарность М. Л. Исаковичу за пред­
ложение темы и полезные обсуждения.
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