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ШУМОВОЕ ПОЛЕ ИСТОЧНИКОВ, СОСРЕДОТОЧЕННЫХ ВБЛИЗИ
ГРАНИЧНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ КЛИНА

Карновский А . М .
Рассмотрены шумовые поля, возбужденные в клине с одной мягкой 

и другой жесткой границами источниками, сосредоточенными вблизи 
граничных поверхностей. Определены пространственные корреляцион
ные характеристики этих полей. Приведены результаты численного 
расчета.

Рассматривается шумовое поле, возбужденное случайными стационар
ными (в вероятностном смысле) шумовыми источниками, расположенны
ми вблизи граничных поверхностей клина (фиг. 1) с одной мягкой (ф=0) 
и другой (ф=Ф , Ф — угол раскрыла клина) жесткой границами, и опреде
ляется пространственная корреляционная функция такого поля.

Пусть г, z, <р — цилиндрическая (0<r<oo, \z \<оо, 0<<р<Ф) и р, О, ф — 
сферическая (0<р<«> , 0< О < л , 0<ср<Ф ) системы координат. Предполо
жим, что источники, возбуждающие 
шумовое поле, расположены в точках 
х<: {р«, ft.-, ф«} и распределены в беско
нечно узком клиновидном слое D :
(1) а̂ фг<а+Дф„ 0<Ф*<я,

р<о<р<<°°,. Дфг->-0
— вблизи мягкой или

(2) Ф—а—Дф£<ф4< Ф —а,
О<*0у<я, р,о^р«<°°,
Дф«—>0

— вблизи жесткой граничной поверхно
сти, где 0<а<сф — достаточно малая 
величина, р.о^р, р — координата точки 
наблюдения.

Необходимость введения величины а 
обусловлена тем, что в дальнейшем бу
дут использованы асимптотические вы
ражения для поля в клине [1,2] ,  полу
ченные для значений 0<<р<Ф.

Поле внутри клипа в точке х: (г, z, ф}, возбужденное источниками, 
расположенными в точках х,, представим в виде [3 ,4 ]  Ч? (со, х /х , ) «

00
= Т ( 0),г, z,cp/pi)= V  f Тп (со, г, z, ф/р(, •0',-, ф<) В (со, рг, ■О';, ф{) dot,

п = 0  о .

где

Ч'п(о), г, z, ф /р„  ф,) — комплексная амплитуда n-ii моды поля, возбуж
денного в клине детерминированным источником единичной производи
тельности; В {со, pf, Ф,, ф.) — случайная плотность объемной скорости то
чечных источников шума; do,=p,2 sin O’,бНЫф,- — элементарная поверхность 
радиуса рг, о, — общая поверхность, вырезаемая клином из поверхности 
сферы радиуса р,-.

В работах [1 ,2] получено асимптотическое выражение для поля, воз
бужденного в клине точечным источником, расположенным в точке х,: 3
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{rf, zif фf} , действительное при кп>1  (A=(d/ c) ,  имеющее вид

( 3 )
w , , V 4У2Уя . .Wn (со, г, z, ф/гZi, ф<) =  —- — sin р„ф sm |я„ф,Х

exp < i/сУ со2— —iptn arccos

У kul/w2—\il
где |гп= л (2 л + 1 )/2 Ф ; w = (r+ + r-)/ 2; r±= [  (r*±r)2+  ( z - z f) 2] V:; u =
=  (r+—r - ) / 2; «я= 2 ,А([Лп-А») (Aa)~'\ w(<n) -  функция Эйри [5].

Рассматривая удаленные от ребра клипа точечные источники, для ко
торых выполняются дополнительные условия Api sin Of> l ,  р,/р>1, и пере
ходя к сферическим координатам для описания положения источника, на 
основании представления (3) получим [3]

ф т у п  • -------ф ----- Sin |Хпф s in  рпф,6?Ч'п (<*>, Г, z, ф/ p i , ^ ,  ф|) =

X р7V №pi/n (Ar sin d*) е

X
-flfz cos

где / п(Аг sin <К)=ч;(*п) (Ar sin
Пространственная корреляционная функция поля в клине, возбужден

ного стационарными некоррелированными по пространству источниками, 
расположенными на части сферической поверхности а, вырезаемой из 
области D (О,, фi^D)  сферой радиуса р<>р{0 при р|0/р > 1 , Apj0s in d ,» l ,  
с учетом выражения (4) может быть представлена в виде [3,4]

3 _

(5) gN.(со, х, х )  =  - ^ г ~  sin sin gKX
n ,m « 0  о

Х(со|0«|ф«)мп(1||ф| sin |Лтф *‘/n(Arsin ftt)fmX

X  (Ar' sin *&<) sin Ф<ДО<сйр<,

где glV((o, ф<) — спектрально-угловая плотность дисперсии источни
ков шума.

Значение gN (со, я, х') не зависит от р* и наличие некоррелированных 
по пространству источников, распределенных в области О, по координате 
р,- с плотностью gp(p.), приведет к изменению абсолютной величины

gN (со, .г, х') на постоянный множитель
P i  ш а х

Q= J который может
Рхо

быть включен в величину gN(со, Ф*, ф,-), как это и принято во всех даль
нейших выкладках. Заметим также, что при вычислении нормированной 
пространственной корреляционной функции множятель Q сокращается.

С учетом изложенного соотношение (5) применяется для описания 
поля источников, расположенных как в области D, так и на части сфери
ческой поверхности, вырезаемой сферой радиуса pi из области D.

Пусть источники сосредоточены в области D вблизи мягкой граничной 
поверхности клина. Предполагая, что спектрально-угловая плотность 
дисперсии источников шума не зависит от положим

(6) £*(<■>, *0», Ф « ) ф < )  =£*(<*>) £*(<?*) •
Функция gN (фО отлична от нуля в области весьма малых значений ф„ 

определенных соотношением (1).  Примем, что для этой области выполня
ется условие

( 7 )  sin |Х„фi sill Ц т ф . ^ Ц п Ц т ф Л
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Возможность применения равенства (7) при наибольших значениях цп, m, 
которые должны быть учтены в выражениях для пространственных кор
реляционных функций будет- обоснована ниже. Из выражение (5) полу
чим

где / =  git(<fi)<Pi2d<pi. Значение I  остается конечным, если при Д<р*-*0

при этом 1=1.
Расположение точечных источников вблизи мягкой границы эквива

лентно наличию дипольных источников, что соответствует представле
нию (9 ). Хотя такие источники и дают максимальное излучение для пря
мой волны в направлении, перпендикулярном этой границе, тем не менее 
они обеспечивают излучение и в боковых направлениях, отличных от ука
занного. При этом результирующее поле, возбужденное в клипе, будет 
обусловлено как наличием прямых воли, приходящих из боковых направ
лении, так и волн, отраженных от границ клипа.

Наличие множителя цпЦт в выражении (8) приводит к некоторому 
подчеркиванию высших мод колебаний по сравнению со случаем равно
мерного распределения источников в клине [3] или, что то же самое — 
к некоторому ограничению снизу номеров мод, дающих вклад в шумовое 
поле. Кроме того, анализ выражения (8) показывает, что ограничение 
сверху номеров мод возбужденных колебаний обусловлено, как и в случае
[3 ], существенным убыванием функции /„(A rsin # ,) с ростом п. Послед
нее обстоятельство позволяет ограничиться сравнительно небольшими 
значениями пу т, а следовательно, ц„, та и, что особенно существенно, обес
печивает возможность применения допущения (7) при достаточно малом 
конечном значении а < л /2\хп, т-

Таким обрагом,

где N характеризует количество учитываемых мод. Более подробно сооб
ражения по выбору N приведены в работе [3].

Если шумовое поле возбуждается случайными стационарными некор
релированными плоскими волнами, падающими в клин из телесного угла, 
определенного в области ср̂ D ) y заданной согласно соотношению (1), 
то с учетом формул (6) и (9) и в соответствии с результатами работ [3J 
получим

л

Xsin ц„ф' ( - 1 )  «<«—>/*• Je-Mz-.')c0S (Ат gin ф.) х

X/m {кг sin Оч) sin '(M'&i,

а + Дф*

a

произведение gN (ф*) qjj2—*-°°. Поэтому примем

(9) gw(<pi) <Pi2=6 (ф—a ) ,

(10) gw (to, r,z, ф, r',z ',<p ') =
16лУ4

Ф2

я

Xsin pincp sin цтф '(-“ 1)л(я"т)/2ф f  e - ih(z- z')coa*lfn(krsin fti)X

X fm (hr sin #,) sin '(M'O'i,
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(11 g A <■>> г ,2,ф ,г ',2' ,ф ')  =  - ^ - ^ ( т )  sin 1Х„фХ
п,т=яО

If

X  sin |х„ф' (—1)П<"-Ш>/2Ф f  e-iH*-z-)coso,j (krsm i}i)X
J ЦП

ХУдп» (кг' sin O’j) sin ■(МФ*,

где Jy{x) — функция Бесселя v-го порядка аргумента х.
Рассмотрим теперь случай, соответствующий возбуждению шумового 

поля удаленными (&р<0зшФ<>1, р.о/р>1) точечными источниками, распо
ложенными вблизи жесткой граничной поверхности. Будем полагать, что 
значения g * (со, Of, ср<) определены соотношением (6 ), где, однако, функ
ция £*(ф,) отлична на нуля в области D , определенной соотношением (2). 
При этом из формулы (5) получим

g N (  со,х,х') 16яУ4
£*(<*>) /пт Sin Цпф sin Цтф'Х

п,т~0

. Хе,я(|М_Мт,/1 J  е- “ <*-«'>со* *‘fn(k r  fm(lcr' sin #0 sin •&( ЛЬ,

Ф—a
где Inm= J gN (ф.-) sin |х„ф, sin |лтф(йф(. Значение Inm будет оставаться ко-

Ф—а—Дф/
нечным при Д<р<--*-0, если 

(13) gN (ф<) = 6 (Ф —а).
В этом случае

/ Пт = sin рп (Ф -а )  sin рт (Ф- a ) .
Если а<п/2p„iTO, то / пт« ( — 1)п+т. Таким образом, выражение (12) при
водится к виду

I f

(14) gw (со, г, z, ф, г7, я', ф') =  gw (<а) v y ,  ( - l ) n+mX
п ,т=О

л
х (—1) «<!*.-*■>'*• sin ^пф sin цтСр' J e - M z - z ’ ) 0 0 »  *,х

О

X }п (кг sin tfi) fm (кг sin ) sin *&*$>*.

Анализ полученного выражения показывает, что при расположении источ
ников вблизи жесткой граничной поверхности клина не происходит под
черкивания высших мод, как это было при расположении источников 
вблизи мягкой поверхности. Возможность ограничения величин п, т в вы
ражении (14) конечным значением N  так же определяется, как отмеча
лось выше, убыванием функции /„, т(кг sin 0.) с ростом я, т.

Пусть шумовое поле возбуждается случайными стационарными плос
кими волнами, падающими в клин из телесного угла, определенного в об
ласти D (0 „  ф,е=/)), заданной согласно соотношению (2 ). В этом случае 
пространственная корреляционная функция с учетом формул (6) и (13)
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Фиг. 2. Значения нормированной 
пространственной корреляцион
ной функции поля источников, 
сосредоточенных вблизи мягкой 
грапичной поверхности при <р= 
=<р'=9°, fcr=10. 1 соответствуют 
соотношению (11), 2 -  (10), а -  
вдоль координаты z, б -  вдоль ко

ординаты г

о (w,z,z + Az)

PN(<».T>T')

в соответствии с результатами работы [3] запишется в виде
и

(15)
gn2

gN(a,r,z,(p,r',z',<(>') =  — g N(a )  V V  < - i ) n+mX
Ф

n fm - * 0

я

Х ( - 1 ) “<*-*->'вв8Ш n„cpsin цтф'  sinф,)Х
о

XJm {к/  sin 'O'i) sin
Некоторые результаты расчетов нормированной пространственной кор

реляционной функции рЛ-(со, х, x ')= g i*(<©, X, х ')  [gN(a>,x,x)gr^(<0, х ', х ')3 “ 'л 
для рассмотренных моделей шумовых полей приведены на фиг. 2, 3 для 
клина с углом раскрыва Ф =  10°. Количество учитываемых мод принима
лось равным 4 для моделей шумового ноля, описываемых соотношениями 
(14) и (15), п 5 — для модели, описываемой формулами (10) и (11).

Анализ приведенных зависимостей показывает, что полученные про
странственные корреляционные функции заметно отличаются от извест
ных для поверхностного шума в полупространстве [6 ], в частности рас
сматриваемые шумовые ноля характеризуются значительно более высокой 
степенью корреляции даже при больших расстояниях между точками х
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p N(a>,z,z*bz)

и x'. Кроме того, следует отметить слабое различие результатов, получен
ных на основании выражений (10) и (11).

Таким образом, в настоящей работе получены выражения для прост
ранственных корреляционных функций шумового поля в клине, возбуж
денного точечными некоррелированными источниками, расположенными 
в областях (1 ), (2) вблизи граничных поверхностей клина и удовлетво
ряющими условию (9) для области (1) и условию (13) для области (2). 
Такие физико-математические модели могут оказаться полезными для 
приближенной оценки поверхностных шумов технического происхожде
ния и донных шумов, например, сейсмического происхождения.

Дальнейшее уточнение модели поверхностного шума может заклю
чаться в предположении, что источники шума, возбуждающие поле в кли
не, находятся на некоторой постоянной глубине h. При этом, чем дальше
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б

f i „(< *> ,r , r ')

Фиг. 3. Значения нормированной пространственной корреляционной 
функции поля источников, сосредоточенных вблизи жесткой граничной 
поверхности, рассчитапные по формуле (15). а —вдоль координаты z 
при ф=(р'=9°, 1 -  /сг= 10, 2 -  Ат=20, 3 -  кг=40, б -  вдоль координаты г 
при Ат=10, 1 — ф =ф '=10, 2 -  ф=ф '=5°, 3 -  ф=ф '=9°, в -вд ол ь  коорди

наты г при /сг=20, 1 — ф=ф'=1°, 2 — ф=ф'=5°, 3 -  ф=ф'=1)°

расположены источники, тем меньшим становится значение срг для этих 
источников и, следовательно, тем эффективней будут возбуждаться моды 
более высоких номеров.
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