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МЕТОД КОРРЕКЦИИ РЕШЕНИЯ ДИФФУЗНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ
Г. Д. МАЛЮЖИНЦА И НЕКОТОРЫЕ 

ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ II

Полянский Э.А.

В работе даны приложения метода коррекции: получены оценки зву­
кового поля в зависимости от входных данных задачи, разработан 
метод расчета звукового поля на ЭВМ с контролируемой погрешностью, 
дана процедура восстановления некоторых параметров в плоском вол­
новоде.

В качестве первого приложения метода коррекции диффузионного при­
ближения Г. Д. Малюжинца рассмотрим вопрос об оценках звукового 
поля через входные данные задачи. Далее оценим также изменение ноля 
в волноводе в зависимости от изменения показателя преломления. Полу­
чим сначала некоторые оценки для диффузионного приближения 
Г. Д. Малюжинца (9 ), (10) (см. [1 ]) .  Покажем, что для решения задачи 
(9 ), (10) (см. [1 ]) справедлива оценка

(1) ____
kl I аН-(5“ а+р,‘

где константы такие же, как и в (7) (см. [1 ]) и при фиксированном
h i ъ

о  о, ||*||= ( J \-\Чу )  .

В (9) {см. [1 ]) сделаем замену u(t , у) = е х р (— { t ) ) v{t, у ) , ^ -в ещ ест ­
венно, $t( t ) >  0
(2) ivt+ v „ +  (п2 (*, у) + р< ( 0 )  17=0.
Умножая скалярно (2) на и\ отделяя мнимую часть и учитывая краевые 
условия (10) (см. [1 ]) ,  получим

, т hi(3 ) —  J \v\2dy+2  J n22(t, y)  | v\4y+2g,(t)\v\l=ul+2go{t)\v\y=0=0.
0 0

Умножая (2) скалярно соответственно на 2gi(t)yvy'f 2g0(t) (kl—y)vv\ от­
деляя вещественные части, складывая полученные соотношения, исполь- 
.зуя (3) и учитывая (7) (см. [1 ]) ,  находим

dt

+  ̂  Jj|y|2di/+ (
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(а+|х2) Ы
+

+ 26
(#+j32) Ы

ы
+ 2|*1*ф,1(*)I , 2f)|fe(t)l

0 kl[a-i-[i2] Ы[а+$2]

x = m in {[a + | i2], [a+ p 2]} ,
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где г|э,(г), t|)2(£) легко вычисляются. Если
hi

I  =  - j r  \ \ v\2dy —  +  [  —  +  
d t J  и L у.

26 + -  * L . , X
(а+ ц 2)&/ (a+p2)/b/ ]

h i

x j  Ы 2Л /<0,
О

то имеем ||у 0О11*< exp 2et—2xt  £
6

+ й й ] }  №(a,+[i2)k l  (a + $ z)k l

«  а /2ц|*,(*)| 2 jH tk (* )l\ l
Если 7> 0 , то, полагая f l . -  ( +  ~ i d W w T )  T ' П0ЛУ ШШ

-- +\\v(t)\\2̂  e x p [ [ - 2 e -
2b

kl[a+\i2] k l [ a + f ]

kl  L a+$* a+|x2i f  J
Так как x > a ^ 6 , то получаем оценку (1).

Следствие: при n2(t, y ) = n i2(y )+ in z2(у ) , go(t)=go, g i ( t ) = g l справед­
ливо

(4) | | и (г | К е х р {-е г -^ -Г — - — ■ + -----  g° 1 }  ||/||.
I АЛ £,-+«,-( AZ) Яо + «i (0) JJ(kl) go2+ n ,2(0)

Покажем, что для решения задачи (3) —(6) (см. [1 ]) выполняется 
оценка (при п2 (х, у ) = п г(у ) ,  g0( x ) = g b ? i W = ? i ) :

(5) llp(®) II< 2 * exp ( - & h~)\\f\\,

Р=2е+
2b
Hi

Г ______ *
L g s + n :

+
(kl) g02+ n— 1i ,2(0) J

Полагая для удобства x=cc'l\ имеем (см. [2 ])
оо

(6) р (а'% у) = e - i’t/sH-'/>a'/’ j  и (4J, у)  exp (iat) t~'h dt.

Отделим в интеграле правой части последнего равенства действительные
со

и мнимые части. Тогда, например, pti=  | u ,(l /4 i, у ) cos aft 'hdt или

at

pn= lim  lim a ,/*—  j*Bt(l/4£, y)t  1 J*cos Mi hdttdt.
T-+-feo e-»0 da 

a t

Учитывая, что j  cos Mi v* dtt> 0 при a t > 0 , и применяя теорему о среднем

значении, имеем

Х - > +  со  е - * 0

ри=  lim lim а*и, (7* f ,  у) ер/8(' ^  | e~mtt~l j  cos <А V‘
at

dtidt.

Из последнего равенства, учитывая (4), находим ||рц||*<
00 2 х 

| j” exp (—^/8Z) t~'u cos at dt или, используя формулу (19) (см.
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[3 ]) ,  получаем

11рпИИ/11ехр ( - — | г -)  (  ( 1 - sin (Ра)'А)*

Оценивая аналогично остальные слагаемые, получим (5 ). Рассмотрим 
задачу (3) —(6) (см. [1 ]) с  возмущенным коэффициентом п2(у ) .  Допу­
стим, при л2(р )> 0 , п?(у) > 0 выполнено:
(7) max \пг( у ) —гР(у) \<г2.

Пусть р — решение задачи (3) —(6) (см. [1 ])  при показателе преломле­
ния г? {у ) .  Тогда справедливы оценки

(8) ||/»-p||<8-2,/ .p -V ve x p ( - p ,/l( l - v ) Vj-| -) 11/11

при ^<{5, |5=0(1) ж — конечное, 0 < v < l .

[} — такое же, как в (5 ): р=2е +
25 I Si
Ы \- gi2+fh*(kl)

+ *1____ 1
-Я,“ (0) J ’

(9) | | p -p H {e 2“2‘ - 3V v (С, exp ( - ( p ( i - v ) ) * - ^ )  +

+Сг ехр ( -----^ - ( 1 - v )  ) )  +Cl2,- ,v'8,v‘* Iv'X

X e x p ( - ^ ( l - v , ) ) 5 3 i ; r } M

при [}<£, Р = о (1 ), х  — конечное, 0 < v < l ,  0<Vi<0,5. При справедли­
вы оценки (8) —(9) с заменой р на (J. В (9) Си 6’2, С3 — некоторые кон­
станты, не зависящие от параметров задачи. Для доказательства рас­
смотрим разность

l 1
Р (<Л у) - р ( а \  у) = е - ,я" л - ,ь J [ u ( >  у) ~ й  (  > У )  ]

где й — решение задачи (9) —(10) (см. [1 ]) с коэффициентом п2(у).  Пусть 
и—u = W ( x 1 у) .  Тогда W{x, у) удовлетворяет уравнению iWx+Wyy+  
+nz( y ) W = - [ n 2( y ) - n 2(y ) ]u  и условиям (10) при go(x)=go, g i (x )= g i  
(см. [1 ]) , И7(0, у) = 0 . Умножая уравнение для W  скалярно на W\  от­
деляя мнимую часть, а также используя краевые условия для W  и оцен­
ку (4) для й, находим, учитывая (7):

Аналогично, полагая W t= u —и, имеем

Используя представление для р—р оценку (11), а также оценку |[гг—й||< 
<||и—й||у(||и||+||й||)1" у<||и-—м||у21"у||1г||1" у при [J<p, 0 < v < l ,  далее^ рас­
суждаем апалогичпо, как и при выводе (5 ). Отметим, что при (3>р для 
получения оценок (8) —(9) нужно вместо (11) использовать оценку 
(10), в этом смысл введения величин W  и W t. Покажем теперь, что если 
профиль скорости звука слабо меняется но трассе распространения, т. е.
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если
(12) max \п2(х, у) —nz(t, у)  | < е , 0 < £ < + °° ,

( х , у > е П , < * , у ) е П

go{x)=go, g i (x )= g i
и если ее_1£_/‘< 1 , то можно приближенно полагать (вместо (8) (см. [1])

(13) р { х , у ) ~  — -  J и (t, у) t~>k exp (1х2Ш )  dt.
о

Чтобы показать справедливость (13), перейдем в задаче для определения 
Ф; (см. (И ) —(14) в [1 ]) к пределу при h-+ 0 (существование предела 
следует из ( 8 ) - ( 1 0 ) ,  (15) (см. [1 ]) .  Имеем (g0 (ж) = g 0, g, (х) = g t)

(14) Д<р+ п г(х, р ) ф = - / ,

(15) ф(0, у) = 0 , ф„+г^оФ=0, у —0; ф„-££,ф=0, у=Ы,

(16) lim ф (х, у)  = 0 , lim ф*(ж,г/)=0,

(17) j = J L l - P [ n 2{ x , y ) - n 2{t, y ) ] t - 1,!u(t, у) eix2/i,dt.
О

Для оценки 7 выделим в интеграле (17) действительные и мнимые 
части. Например:

/ . . =  1 [гс12( ^ ) ~ Щ г( — ■ j Г % ,  J/) cos l/£d£

или

11 X

fix t

Xe
2 +$x4 ix/t

8 *~lwi У^е 8 j  cos
0 Д~1

Применяя теорему о среднем значении, находим

/и  =  lim 1
T - » - f o o  8 -> 0

im Гпг2 (х, у)
-*о L «1-

(t*X2
1 ~ . у «8

f*
X

f t*x2
XBi I — , У

г в ?  Д/'
L9|*J

в  8  Р 1 cos7L£1,;?c&l tftl 
о ~V=i

Учитывая (12), (1) и совершая очевидные преобразования, находим

ll/.JKCieexp (-^/2)11/11.
Таким образом, получим

(18) ||/KCeexp(-p**/2) 11/11
(через С|, С обозначены константы, не зависящие от параметров задачи).

Умножая скалярно (14) на ср*, отделяя мнимую часть, интегрируя по­
лученное равепство по x t между Хх=0 и х±= х ,  а также учитывая (15) —
(16), (18), (7) из [1 ], находим

(19)
<° м(  J  \\q>\4ydx^ )  ее-1р ■ ' ш
о о

Используем теперь соотношение (13) для численной реализаций на 
ЭВМ. Разобьем промежуток интегрирования в интеграле (13) па три

4* 819



участка [О, Г ,], [77, Л ,  [2\ <»). Производя для интеграла на 1-м участке 
интегрирование по частям и применяя формулу Бонна [4] для интегралов 
на 1-м и 3-м участках, найдем

(20) Р =
ехр(—ш /4) 2Г,

*/2

л '/* ехр(и;747,1)и(7\, у)

+
ехр(—ш /4) д;

яЧ»

т

j  и (t, у) ехр 0 7 4 0  t~‘hdt+0 +

Для численной реализации интеграла в (20) поступим следующим об­
разом. Примем

(21)

4  Г
Г *  , Т Т  ХI .i =  — 7=  е elTh  -ту, 

у  я *
. —

h  =  е iT'e~iT jj ui (f, г/) ei(e il t 2 Л,
, Я 3
2 ‘ 2

Ti
М *» y ) = u ( t ,  y )e~il.

Рассмотрим (при фиксированном г/^[О, М] )
. л* ж2

г

h  (0 =  в " е -*  S « 1  (к , у) е " -е  *и к 'Ы к .
T i

T ‘< t < T ,  / 6(7\)=0, / 5(Г )= /В.
Дифференцируя выражение для / 5(£) один раз по t, разбивая отрезок 

[Г,, Л  на отрезки [**,*»+,], tn+l- t n= T = T J N 0:=T/Nl, n= N 0l. . . ,  Nt—i,  
а также'заменяя переменный коэффициент и правую часть в уравнении 
для h ( t )  (после дифференцирования h ( t )  по t) значением в точке *„+%= 
=£»+0,5т, найдем (при любом фиксированном у<= [О, Ы])

Тsi—г(хг/4 0 + 1/.- 1 )Т5= » i (tn+4„  y)t~l’h; I i (T1)=Q
или

(22) Тъ( (п +  1)т, у) =  ехр{ь(х2/ ^ +. , - 1 ) х } Т ь{пх,у)  +

+Bi (*»+■/« y)iO"+v.UV4^+. , - l ] _I[ l - е х р {г («7 4 4 + -/-1 )т }] ;
Тй(поТ, у )= 0 .

Можно показать [5], что Ts-*-Is при т->-0. Для нахождения и, (I, у) 
используем шеститочечную разностную схему [6 ], которая решается ме­
тодом прогонки [5]. Сравним результаты расчета по методу коррекции 
диффузионного приближения Г. Д. Малюжинца с методом нормальных 
волн. При расчете волнового поля методом нормальных волн рассматри­
вается следующая задача для. нахождения собственных значений и собст­
венных функций на конечном отрезке [О, 1] (п2( у ) > 0):

(23) vn" (y) +  (id)2n~(y)vn+KVn=0, 0 < у < 1 ,

(24) М 0 )= * п (1 )= 0 .
Основная трудность численной реализации (23) —(24) состоит в том, 

что при /с /»1  решения сильно осциллируют. Чтобы хорошо учесть изме­
нение решения на отрезке [0, 1], поступим следующим образом. В окрест-
о • » ^
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ности каждого узла сетки { jh }9 / = 0 , N, N h =  1 рассматриваемое урав­
нение близко к уравнению

(25) vn"  (у) +р#п (У) = /;, h = - K v n (у>), /;,=  ( « ) V  (у ,).
Рассуждая аналогично [5], находим разностную схему

(26)
№

При h->0, Wj-*-vn(y)  (см. [о ] ) .  Для собственных значений' имеем оцен­
ку [5 ]:
(27) ((гс— 1)2я2) — max р < Я „< (( /г + 1 )2я2) — min/?.

0<у<1 0<у<1
Используя (24), (26) —(27) и рассуждая аналогично [5 ], находим 

собственные функции и собственные значения (23) —(24). Рассмотрим 
задачу с импедансным условием на дне волновода и комплексным пока­
зателем преломления:

(28) vn"  { y ) + p v n ( y ) + K v n( y ) =  О,
(29) i>n(0)=0; Vn»-igtVn=*Qt у = 1;

P=Pi+ip 2 ^ ( k l )  2n z (у) + i (k l )  W  (у ) , ^ > 0 .
Оценим собственные значения (28) —(29). Умножая (28) скалярно на 
vn* (y ) , учитывая краевые условия (29) и отделяя вещественную часть, 
находим

1 1 1
(30) Х1п \) \vn\2d y = ^  \vny\Ч у -  ^Pi\vn\2dy

0 0  о

ИЛИ
(31) Л1п> — max P i (y ) .

Отделяя мнимую часть, имеем

1 1 -1-  ( J P2\vn\2dy ) X  (J \vn\2dy j  или 
о о »

+  max р2.
<KV<1

1
Далее получаем k n( l ) l2=  J ( vnvn*)ydy, учитывая краевые условия (29).

о
Применяя к правой части последнего соотношения неравенство Коши- 
Буняковского, получим

l » . ( l ) l ,< 2  ( j k „ , l 2̂ )  * (
о о

Подставляя это выражение в (32) и учитывая (30), находим

(33) -m a x  p2~2gi  ( max Pi+Xim) %<Xm <0.

Далее строим схемы для действительной и мнимой части решения (28) —
(29), аналогичные схеме (26), и, используя (31), (33), находим по мето­
ду ( [5 ] )  собственные функции и собственные значения задачи (28)
(29), предполагая, что собственные значения простые.
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Г. Д. Малюжинцем был предложен следующий способ аппроксимации 
скорости звука. Предположим, что нам известен график профиля скорости 
звука. Возьмем в качестве опорных точки вблизи поверхности и дна вол­
новода, точки перегиба, максимума, минимума и т. д. Вычислим в них, 
исходя из графика, производные скорости звука. После этого для каждого 
отрезка между опорными точками строим интерполяционный полипом 
Эрмита [5].

Приведем пример численного расчета. Начальная функция из (5)
7

(см. [1 ]) задавалась в виде f ( y )= =^ v n( y ) r r l9k l = 8л, где собственные
W— 1

функции vn{y)  удовлетворяют задаче Штурма — Лиувилля:
vn" { y )  + щ г (у) v„ (у) + l nvn(y) = 0 , vn (0) = v n (kl) =0.

Собственные функции и собственные значения рассчитывались по мето­
ду, предложенному в [5], с использованием (26) —(27). После этого 
строилось решение задачи (3) —(6) (см. [1 ]) :

7

(34) р (х, у) =  ^  vn (у) п~' ехр (г (-Я „) 'кх ) .
1

Расчетные параметры в (20) — (22), (26) — (27) выбирались равными: х =  
=6000, х Т г 1=40, h = k l { 30)“ ', т=0,05. На фиг. 1, а изображен
профиль скорости звука с (у ) ;  п2(у0) =  1, с(г/0) =1461,5 м/с; 1-я пормаль-

W O  m o o  0,2-0,0if Oft и О,/ О/в 0,1 0t2-0,2-0,1 О 0,1 О,/ 0,1 0,2

пая волна изображена па фиг. 1, б; 8-я — на фиг. 1, в. Начальная функция 
f (y )  изображена на фиг. 1, г (сплошная линия). Результаты расчета по 
методу коррекции решения диффузионного приближения Г. Д. Малю- 
жинца (формулы (20) —(22)) и по методу нормальных волн ((26 ) —(27), 
(34)) практически совпали. Относительная погрешность отличия рассчи­
танного звукового ноля по методу коррекции от соответствующего расчета 
по методу нормальных воли пе превышает 1% , так что графически рас­
четы по этим методам совпадают (фиг. 1, б — сплошная линия). На фиг. 1, д 
(пунктир) для тех же условий приведено численное решение задачи
(9) — (10) (см. [1 ]) (для 2=6000). Для п2(х , у ) = п 2{у)  (1+ ея ), e= 5 -1 0 ” \ 

я=2000 на фиг. 1, е приведены рассчитапные численно реальные части 
решений по методу диффузионного приближения Г. Д. Малюжинца 
(фиг. 1, е, слева) и по методу коррекции (20) —(22) (фиг. 1, е, справа). 
На фиг. 1, ж изображены мнимые части решений по методу диффузион­
ного приближения Г. Д. Малюжинца (фиг. 1, ж, пунктир) и по методу 
коррекции (20) —(22) (фиг. 1, ж, сплошная линия).

Из сравнения, полученпых расчетов видно весьма значительное раз­
личие решений, полученных по методу коррекции и по методу диффузи­
онного приближения без коррекции, поэтому ограничиваться только ре­
шением задачи (9) —(10) (см. [1 ]) ,  как это делается в [7 ], вообще гово­
ря, нельзя.

Пусть в задаче (3) —(6) (см. [1 ]) п2(х, у ) = п 2( у ) > 0. Предположим, 
что на дне и поверхности волновода заданы краевые условия с вещест­
венными коэффициентами (реактивный импеданс [8 ]) и для простоты 
изложения (без ограничения общпости) рассмотрим абсолютно мягкие 
дпо и поверхность волновода. Пусть глубина волновода заменой перемен­
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ных приведена к 1. Имеем [1]:
(35) Лр+(к1)2пг( у ) р = О,

(36) р(0, х )= р (1 ,  х )= 0 ;  р { 0 ,у ) = 1 ( у ) ,  0 < у < 1 ,

(37) Hm / i ^ L _ i| (_Xj).fc|Bj(a.)\ e o l  lim uj(x )=0 ,  Я,>0;
Х-* -f <х> \ ( I X  J Х —>  + со

1
где Mj(x) =  | p(x,y)Vj{y)dy,  i>,(i/) — ортонормированный базис из собст-

О
венных функций, удовлетворяющих задаче Штурма — Л иу вилл я:

V}" (y) +  (kl)2n 4 y )V j (y )+ h v i {y )= 0 ,  W j(0)==»i(l)=0.
Задача (35) —(37) имеет единственное решение [9 ]. Представим ре­

шение нашей задачи в виде разложения по нормальным волнам:
лг

(38) р (х, у ) = ^  anvn (у) exp (г (~Х„) ч,х) +
71 =  1

оо
+  а„vn( у ) ехр ( —ХпЬх ) .

n*=*N+ 1

Предположим, что /;(0, у) достаточно гладкая функция, обращающая­
ся  в нуль па концах отрезка [0, 1] вместе с некоторыми производными. 
Пусть 1 и пусть

N

(39) р ( 0 , у ) - ^ а пип(у) ИЯКв,
7 1 = 1

Учитывая (39), имеем

£ < 1.

Предположим, что нам известно решение задачи (35) —(37) при некото­
ром x = x i'>01 0 ^ у < 1 .  Поставим задачи: а) по известным р (х lt у) и x t 
найти функцию />(0, у ); б) по известному р (х ,, у)  найти хи если функция 
j?(0, у) вещественнозпачпая.

Рассмотрим сначала задачу определения функции р(0, у).  Примем 
комплексно-сопряженную функцию к р (х ,, у) за начальное распределе­
ние в задаче (35) —(37). Имеем

N

(41) р, (х , г/) =  ^  a »v n (у) ехр (г (-Я п) ъ ( х - х , ) ) +
71 =  1

+  У ,  an‘ y „ (^ )e x p ( -k n'''( z + * i ) ) -
n=W+t

Полагая в (41) х = х и найдем комплексно-сопряженное выражение:
N  оо

(42) p,'(xu y ) = ' £ ^ a nvn( y ) +  ^  anvn(у )ехр(—2Я„1,1аг1) .
тг =  1 п  —  N + i

Учитывая (39) — (42), имеем

(43) ИрЛяь У)~Р(0, у) ||<е.
Таким образом, если известны решение задачи (35) —(37) при x=Xi  

и величина х и то алгоритм восстановления функции р(0, у) с погреш­
ностью, удовлетворяющей неравенству (39), сводится к следующему:
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1) комплексно-сопряженную функцию к заданной функции принимаем за 
начальную в задаче (35) — (37); 2) применяем метод коррекции диффу­
зионного приближения Г. Д. Малюжинца ((20 ) —(22)) для x = x v\ 3) рас­
считанную методом коррекции функцию заменяем комплексно-сопряжен­
ной и с погрешностью, удовлетворяющей (39), получаем функцию р(0, у).

Пусть хх неизвестно и предположим, что функция р(0, у)  веществен­
нозначная, тогда возьмем комплексно-сопряженную функцию к функции 
р {х „  у) за начальную в задаче (35) —(37).

Решение (при х = 2 х 1) имеет вид

N
(44) Pi{2 х и у ) = ^  a„vn (у) exp (i ( -A J  'l!x,)  +

7 4 — 1

0 0

+  ^  anvn (y) exp (—Хи^Зх, ) .
7t=iV + i

/

Из (44), (38) (при она;,), (40) находим
(45) ||Re/?,(2s„ y ) - R e p ( x u у) ||<е,

(46) IIIm p ,(2а:,, у ) — 1 т р ( х и  у) ||<е.

Легко видеть, что решение задачи (38) не может быть периодическим,, 
если есть хотя бы одна затухающая волна. Следовательно, алгоритм опре­
деления я, по известной р ( х и у) состоит из следующих трех этапов: 
1) комплексно-сопряженную функцию к заданной принимаем за началь­
ную в задаче (35) —(37); 2) применяем метод коррекции диффузионного 
приближения Г. Д. Малюжинца ((20 ) —(22)) для о:=т, 2 т , . . . ;  3) прове­
ряем выполнение условий (45) —(46).

Если решение задачи (35) —(37) известно в виде

N
(47) р ( х , у ) =  У ,  anvn (у)  exp (i { - К )  ’’’х ) ,

Пи1

где ./V— номер последней распространяющейся волны, то оно может быть 
периодическим по х.

Пусть kl=50ny п2= I, р (0, y)=sin30ny+sm4Qny,  тогда р (х , у) =  
=ехр (ЖОлх) sin30jif/+exp (i30na:)sin40Hp. Если р (х и у ) = р { х 2, у),  то из-
(47) получаем, учитывая ортогональность собственных функций ип{ у ) У 
соответствующих различным собственным значениям:
(48) хг—xi==2mtl(—Я„)~,/гл, n = l , . . . N ,  
тп — целые положительные числа.

Из (48) легко следует (при условии, что в (47) все апФ0 ): если отно­
шение квадратных корней из любых двух собственных значений, взятых 
со знаком минус, иррационально, то решение (47) не может быть перио­
дическим по х.

Учитывая (48) и оценки для собственных значений (27), получаем,, 
что длина периода по х  (в размерных координатах), если решение (47) 
периодическое, удовлетворяет условию

(49) x2> x t+X(kl)  (а + р ’,!) (max G—я2) -,/’ .

В (49) a = (m a x  G—л.2) (max G—min G+3n2)~\ G = ( k l ) zn2(y),  (5=(m axG — 
—я2) (minG—4it2) (max G—min G+Sxc2) -2, X=2n/k, a > 0 , [}>0.

Для однородной среды (n2= 1) из (49) следует

(50)
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Ck — константа, не зависящая от параметров среды. Из (50) следует, что 
если kV> 1, h = 0 (  1), то период большой. Приведем примеры расчета па 
ЭВМ. Пусть kl=8n, р (0, x ) = p ( k l , х ) = 0 .  Профиль скорости звука изобра­
жен на фиг. 2, а\ начальное распределение р {0, у) =  (у —z/0) _1sm (г/—г/0) , 
Уо=0,5к1. Модуль начального распределения изображен па фиг. 2, б. Для 
кх= 300 было рассчитано звуковое поле по методу коррекции решения 
диффузионного приближения Г. Д. Малюжинца ((20) —(22)) (фиг. 2 ,в). 
Было взято 30 точек по глубине волновода. В (20) —(22) т=0,01; х Т ^ =  
=70; х~'Т=\0. В условиях (45) —(46) е=0,05. Величина x i определилась 
точно. После этого была восстановлена начальная функция /?(0, у).  На 
фиг. 2, г —з показан процесс восстановления исходной функции распреде­
ления звукового давления. Восстановленная функция (фиг. 2, з) практи-

№ 0  то 0 , 5  7 0 , 5  0 , 5  0 ,1  0 , 5  0 , 1  0 , 5  0 , 1  0 ,5  0 , 5  7

чески совпадает с исходной (фиг. 2, б), относительная погрешность отли­
чия не превышает 1%. На фиг. 1, а (пунктир) показана восстановленная 
функция р (0, у) для п2(ху у ) = п 2(у)  (1+ г к х ) у к х = 2000, е= 5 -1 0 “4.

Замечание. Предположим, что решение вида (47) известно при фикси­
рованном у = у 0, 0 < у 0< 1  в точках х {< х 2. . .  < x hy k^*N, N — число распро­
страняющихся волн. Пусть известны: расстояние между точками, собст­
венные функции vn(y)  и собственные значения Хп, гс=1, 2 . .  .к .  Тогда 
имеем -

N

Р у о) =  ^  ап ехр (г|— I ’’’х,) vn(y0) +
П= 1

h

n = N + 1

N

p ( X j , y  о ) = ^
n = i

ап exp( i ( —Xn) 1,2x^  exp( i (— Xn) ',2Axs) X

it
X v „ (y 0) +  ^  я „ехр (—Ят 'йа:,)ехр(—K'ĥ x ,)va(yt),

n=tf+ 1

где A x ^ x j —xt; / = 2 , . . .  A:; e x p (i(-X n) ,/jA^i), exp(— Я„,/гДжД, un(y0) -  извест­
ные величины в силу наших предположений. Если полученная система: 
однозначно разрешима, то находим величины ап ехр(г(—%пУ,1̂ \) (тг=1,. 
2, . . . АО;  ап exp (—Xn',7Xi) { n = N + i , . . .  к) (если система плохо обусловле­
на, целесообразно, применить метод регуляризации А. Н. Тихонова [10]),.

после этого строим функцию

h
+  ^  «п exp(—%nl’x i) v n{у)

n  =  N + l

N
P ( x „ y )  =  '£ j  а„ ехр (г ( -Я „ )  ‘‘‘х , )  vn,(y) +

П = 1

и далее рассуждения аналогичны изложенному

выше. При 1 < k < N  рассуждения ипентичны.
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