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ИССЛЕДОВАНИЕ РЕЗОНАНСНЫХ ЧАСТОТ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ЛЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ С ПЕРЕХОДНЫМ

СЛОЕМ

Чвеский Ю .В .

Сформулирована двумерпая краевая задача о колебаниях цилиндри
ческого преобразователя конечной высоты в предположении выполни
мости гипотез]»! плоских сечений. Решение задачи получено методом вариа
ции произвольной постоянной. Рассчитанные зависимости резонансных 
частот от конструктивных параметров сопоставлены с эксперименталь
ными данными.

Кольцо как основной элемент преобразователей часто рассматривается 
при решении задач прикладной акустики. При этом обычно возникает не
обходимость получить возможно более широкую полосу пропускания. 
Одним из путей увеличения полосы рабочих частот является использова
ние многомодовости колебательной системы из пьезокерамических колеи 
и пассивного переходного слоя [1 ]. Анализ резонансных частот различных 
мод колебаний пьезоэлектрического преобразователя, состоящего из пьезо
керамического кольца и накладки (протектора), в одномерном и плоско
волновом приближениях приведен в работе [2].

Представляет интерес исследовать влияние высоты полого пьезокерами
ческого цилиндра на спектр резонансных частот преобразователя 
(фиг. 1 , я), который состоит из двух пьезокерамических цилиндров 1 и 2, 
переходного слоя 3 и звукоизолирующих резиновых прокладок 4.

Дифференциальные уравнения движения для элемента объема 
{фиг. 1, б) на основании принципа Даламбера [3] запишем в виде
<1) ( Tr+dTr) (r+dr) dQdz—TrrdQdz—2Tе sin(dQ/2)drdz—irrdrdzd0=0;

< 2)  ̂r +  —  dr j  dr dQ— (Tz+dTz)  ̂r +  —  dr dQ+izr dr dz d0=O,

Если тело движется таким образом, что радиальное смещение и и ак
сиальное w всех его частей остаются все время очепь малыми, то, обозна
чая через t время, запишем ir и iz в виде pd2u/dt2, pd2w/dt2. Считая зависи
мость ы, w от времени гармонической (e_lwt), получим дги/д?=<й2и1 
d2wldt2=(i)2w, где о> — круговая частота.

После несложных преобразований, пренебрегая величинами второго по
рядка малости, уравнения (1) и (2) запишем в виде

(3) + ——— + р(к)согц=0;
д г  г

дТг
< 4 )  — —  +  р < 1О о ) 2 1 ^ = 0 ,

O Z

где р(к) — плотность рассматриваемой среды, а индекс к = 1 , 2, 4 соответ
ствует пьезокерамике, переходному слою и резиновой прокладке. Анало
гичный результат можно получить из уравнений теории упругости [4], 
записанных для осесимметричного случая, при условии, что 7\.2=0, 
dwjdr=0, dujdz^0, т. е. при выполнимости гипотезы плоских сечений.

Используя систему уравнений состояния для пьезокерамики в матрич
ных обозначениях [5] Si=SijDTj+gmiDm; En= —gniTi+^nmTDm4 уравнения 
Максвелла rotE = 0 , <livD=0, из которых для радиальной поляризации
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имеем DT= D 0/r, U = -  j Er dr, а также выражения (3) и (4), сформули

руем краевую задачу о колебаниях пьезоэлемента в виде:
:*> »7<и

,2(5)

(«)

(7)

d2u^  , 1 da^  , /f  , , ?чи(1) tD0 В dw(1>
-  + --------- —  +  {к, г —V2) —  =  — ------------- ----- ,

a r  г dr г  г  г dz
du(1> 
fir

dz

и(,) AZ>0 dw(1) (1)
al3-------- -----------a,3— —  +  s ^ J r , при r=a , 6,

r  r  d z

где 5 f — деформация; — компоненты матрицы, характеризующие 
упругую податливость при постоянной индукции D ; pnmT — компоненты

я

Фиг. 1. Конструкция преобразователя (а): а и в  -  внутренний и наружный радиусы- 
пьезокерамического цилиндра, с  -  наружный радиус переходного слоя, I — высота! 
пьезокерамического цилиндра, d  и  б -  глубина и высота канавки в переходном слое, 
6 | -  высота резиновой прокладки, (б) элемент цилиндра, испытывающий объемное 
напряженное состояние, ^ О, Т о^О, Гг^ 0  -  главные нормальные механические на
пряжения, ir и — элемептарпые силы инерции, возникающие при колебалиях, ус
ловно прикладываются к поверхности ГГ, равноотстоящей от наружной и внутрен
ней поверхностен элемента цилиндра, объем которого dV=drdz(r+\/2dr)d0^rdrdzd0

матрицы, характеризующие диэлектрическую «непроницаемость» при 
постоянном напряжении Tjy gmi — пьезоэлектрическая постоянная, Dr и 
Ег — радиальные компоненты индукции и напряженности электрического 
поля соответственно; D0 — константа;

& 1 = р (1)<о2$эф.1, А 22= р (,> со25эф.2, j B = a , 3 + v , 2r

5эф = s  Л ,  2 W  1
1 33 L  ( S i i D + S , 2 I>) S 3 3 D J ’ SJ ф-2 —

о̂ф-1
V

v& = * Л .1 Л- ( * . . в) я
( s ^ V - i s ^ y  ’

V ,  =
s » Ds i t D- ( s „ Dy

М 2- М 2 ’

a13

- t

S  i3J
O 3 3  —

5ззD

<. D A .  D '  ™  <, D  I D  »Sii -T6i2 S Ц 1 SJ2

^ззО^+^зЩзз, h = g 33+ 2^310i3,

- 4
gssOis+gsiOss

V'

— произвольная постоянная.
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На основании уравнений (3) и (4) и обобщенного закона Гука [4]

S ^ = [ T: 2)-ix(T\2) + Г г(2) )  1 /Я ю  ; - p ( 2 f  + ^ о 2))  ] / * ю  ; я Г  =

= 1 г г(2,-| г (п * >+ г ,Г , ) ] / я £ )
краевую задачу для изотропного переходного слоя с учетом гипотезы 
плоских сечений запишем в полных дифференциалах следующим образом:

(8)
f u w  , 1 duw-------- +  — .------
drL r dr

(9)
da™ . i*(2)

*

+ "J= ** >i

II

dww  , г
(Ю) --------+  fa2 w{2)

dz Jn

где fa2--=p(2,W2|Xz/E%> , fa2=l

( 2)и

d w W  | у < 2 >

d z
при г=Ь} с;

+ " ) ■
’ (2)

произвольная постоянная.
Уравнение (5) рассмотрим как неоднородное линейное дифференциаль

ное уравнение, в котором на основании гипотезы плоских сечений правая 
часть является свободным членом. В этом случае решение уравнения (ме
тодом вариации произвольной постоянной) получим в виде

( И ) uw = A  ,/v (far) +А  zNs.(k,r) '+ (*tr) -  5г|), (ktr) —
Z  Z  d r

n

где первые три члена аналогичны решению неоднородного уравнения Бес
селя [61.

Решение уравнения (8), известное из литературы [6 ], представим вы
ражением

( 12)  uw - A J t(bir)+AiNi(btr)-
В (11) и (12) приняты следующие обозначения: Л, Л, N» и Nt — функ

ции Бесселя и Неймана v-ro и первого порядков, Л ,—Ли — произвольные 
постоянные,

п  ч А7 п  \ Г J 1 п  \ Г ^v(*lг)(pi(klr ) = N v(klr) J ---------- dr—/ v(Aj,r) J -------------dr,
a a

r r
i\>i(far)=Nv(far) j  Jv(far)dr—Jy(ktr) j  Nv(ktr)dr.

a a

Механические напряжения ТУ] и Т(г2) определяем из уравнений (6) 
и (9) с учетом и{1) и и{2) из (11) и (12):

(13) т Г - . A. • M i cp2 (A,r) + Л 2фз (* i r )  + t D ^ f a r )
$эф-1 z

hD0 , Г dw;(,) -i

/c,r ■ n
- - T ^ ( f c . r ) ]

dz г

(14) r r,2)=
(2)
— [Л з (р 5(А 3г ) + A  scp0(A 3r )  +  - y

к
1 dw(2) 1 
з dz \'

где ■ Cp2 (/c,r) = /* - .  (Л.г) - fc,r J y(far),

фз(* ,г) =iVv_, (far) -  Ny(far),
к,г
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г Л(/с,г)
ф* (/Clг )  =фз (fcir) J —  г' - dr-фг (/c,r) Jf Л 'Л М

dr,.

• •
>|’г(А|Г)=фз(А1г) j  / v(Л:,г)dr—ф2(/с.г) j  Nv(ktr}drr

Ф» (Aar) = Л  (кзг) -  ^ — / ,  ( hsr) ; ф 6 (k3r) = N 0 (к,г) -  ^ - ~ N ,  ( каг)
/с3г  /с3г

/о>. ^v-i, и Nv-1 — функции Бесселя и Неймана нулевого н v — 1-го по
рядков.

Граничные условия рассматриваемой задачи в радиальном направле
нии, соответствующие непрерывности смещений и механических напряже
ний на границах раздела сред, имеют вид

ц(1> (ktb) = u (2> (k5b ) , 7V(1) ( W  = 0 ,
(15)

T'r" (kib)=Tr2) (кгЬ); T™ (k3c) =  0.
Выбор граничных условий в виде (15) обусловлен тем, что поверхности 

преобразователя при г = с  и r= a  считаются свободными.
Для аксиальных колебаний выполняются условия совместности сме

щений и деформаций на границе ш>езоэлемент — переходной слой. Следо
вательно, при r= 6 , dw{i)/dz=dw<2)ldz и при определении w достаточно 
решить уравнение (10). Так как аксиальные колебания симметричны от
носительно плоскости «О 'О '»  (см. фиг. 1 ,а), то достаточно рассмотреть 
колебания одного из элементов секции с граничными условиями (16) на. 
торцах при z=0, I: )

(16) w(2) (А*0) =ш у; и;<2) (кк1) =м;(4),

где wy и м;(4) — аксиальные смещения участка переходного слоя шириной: 
6/2 и звукоизолирующей прокладки.

Смещение wy и w(ft) определяем из условия равенства сил F{2)= F (i) на
границе с z= 0  и F {2)= F y при z = l  (фиг. 1 ,<г), где Я 2)=л ;(с2—-Ь2)У(22> 
.Fy= jt [c 2— (b+ d )2]T7, F (4,= n ( c 2— 62)7,(4>.

С учетом закона Гука для звукоизолирующей прокладки Г (4) =
=Ек> w;(4>/6i и участка переходного слоя Ту=2Ею  Ы7у/б, а также выражения.
для из обобщенного закона Гука [4] получим

(17) w,
6(с2—£>2)

2(i2[c2—(6+rf)2-] L dzй [ dw ( 2 ) / da™
+

(18)
б,£ю2) r dwm

L dz[
du(2)

dr t ) 1-
Из совместного рассмотрения (11) — (15) получается система алгебраи

ческих уравнений, определяющая постоянные A t—А К. Учитывая Л3 и А 4. 
при подстановке (12) в (10), получим уравнение для w{2):

/лm t o ,2) ,  Б2 f ftlJ Бз+С 2(19) —;—  +  —  w{2) dz =  
•1 Jdz Б Bt

где Б,, Б2 и Бя — коэффициенты, которые пс зависят от переменной z. 
Уравнение (19) для случая —Б2/Б ,< 0  решается подстановкой

(20) w{2)= —a (A 6 sin az—A 7 cos az), 

а для случая —Б2/Б|>0
(21) и><2)= а (Л беа2- Л 7бГаг),
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*

Г'КГи, а

/

где а  — корни соответствующего характеристического уравнения, Ав и 
А 7 — произвольные постоянные.

Используя (12), (16), (17), (18), (20) и (21), можно получить две 
системы однородных уравнений с двумя неизвестными коэффициентами 
И6, И 7, имеющие ненулевые решения, когда определители этих систем 
равны нулю. Приравнивая определители нулю, получаем частотное урав
нение для преобразователя, которое для случая — B2/B i< 0  имеет вид

(22) afisEi[cos(al)+K8sccEt sin(«Z)] +  [s in (a i)—K6ffaB4 cos(aZ)] =0, 

а для случая —Б2/Б ,> 0
(23) еа1(1—хбяаБ,) (l+ fi$aB i)— е~®'(1—6$ссБ,) (l+xS saB j) =0, 

где a«= | —Б2/Б,|2, Б ,=  l + ^ k , [Я3/ о(к>Ь) + R kN0(Л,6 )],
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■F, К Г ц  ^

Фиг. 2. Зависимости резонансных частот цилиндрического преобразова
теля при %i=b/a=iy16 и %ъ=с/Ь=1,62 от размеров его элементов: | i=  
=  1/а при |2=6/а=0,18 и £3= d /a = 0  (a), £2 при g i—1,11 u £3= 0  (б), 
£з прп (-1=1,11 п (-2=0,18 (в). Экспериментальные точки О. Кривые 
1 -3 , 5 -9у 11-13 -  резонансные частоты аксиальной, 4 и 10 -  радиальной

моды колебаний

Б2=&Д R 3= — ( +  А54й4) ■—  , s =
\ к 3  /  А 53

с2- Ь г
2|х2[с2— (Ы-d )2] ’

у, -
( 2 )

Ею 6,
Г , =

A i 2A 21— А ц А 22
, Г 2—(А32А21—A 3iA 22) Г 4,

Г3— (А31А 12—Л цА32) Г», Г5—А3/.А.П3—А33А54, Го—АцА.™—А 13А54,

£* Ц2&1
A  , 1= / V ( / C i b ) ,  A 12= A v ( f e , 6 ) ,  А 13= — Л ( А 3 Ь ) ,

А|*=-ЛГ,(й3 Ь), Ао^фгС^а), А 22=ср3 (/с,а), 
Аз1=фг(йГ|Ь), А 32=ф 3 (*,&), А 53= ф 5 (/с3о),

А 33 —
( 2 )

Дю S3*-i&5
Ц2*1

А 54= ф в (fee) Д4

ф5(/сзЬ), А 34 =

А

■®Ю S3(J,.,fc;
< Р «(М ),

—  — ——  р  Г L ^ + L .V . - L .+ i x ,
1 5~” 1 2I о L

Г 2А 13— А з з

кЛ 53 1

По формулам (22) и (2,3) были выполнены расчеты резонансных час
тот цилиндрического преобразователя с переходным слоем. Считалось, что 
преобразователь изготовлен из пьезокерамического материала ТБК-3, 
а переходной слой из оргстекла. Относительные размеры элементов на 
фиг. 1, а изменялись в следующих пределах: £ ,=Z/a=0,04-^2,22; |2= б /а =  
=0,04^0,8; | з = й / а = ( Ь - 0 , 7 1 ;  1 * = Ь / а = 1 , 1 6 ;  | ,= с/6 = 1 ,6 2 .

Для упрощения расчетов функции Бесселя и Неймана Л -ь  Л, Nv-t и 
ZVv заменялись па Л, А 0 и iV„ так как величина v = 0 ,9497888 близ
ка к 1.
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Численный анализ выражений (22) и (23) показал, что спектр резо
нансных частот преобразователей конечных размеров с переходным слоем 
имеет сложный характер. Здесь наблюдаются резонансные частоты, свя
занные как с радиальной, так и с аксиальной модами колебаний. На 
фиг. 2, а приведены зависимости резонансных частот преобразователя от 
высоты пьезокерамических цилиндров при постоянных размерах участка 
пассивного слоя между цилиндрами g2=0,18 и £3=0.

Подобные зависимости приведены на фиг. 2 ,6  и 2, в при фиксирован- 
пой высоте ньезоксрамического цилиндра £,=1,11. На фиг. 2 ,6  показана 
зависимость резонансных частот от ширины участка переходного слоя 
между цилиндрами £2 при постоянной глубине канавки £3= 0 , а на 
фиг. 2, в — от £3 при постоянной £2=0,18.

Как видно из результатов, приведенных на фиг. 2, а, резонанспыс 
частоты, соответствующие кривым 1—3, 5—5, 11—13, зависят от высоты' 
пьезоэлемента и преобразователя, а частоты, соответствующие кривым 4 
и 10, не изменяются с высотой пьезокерамического цилиндра. Последние 
связаны с радиальной модой колебаний для бесконечного цилиндрического 
преобразователя с переходным слоем, приведенного в работе [7]. Кривые 
резонансных частот 1—5, 5—5 и 11—13 асимптотически приближаются к 
кривым радиальпых резонансов. Между восходящими ветвями кривых 
5—9 и 11—13 и кривыми 4 и 10 образуются области, в которых не наблю
дается резонансов. Эти области с повышением частоты радиальных резо- 
пансов становятся уже. Нисходящие ветви кривых аксиальных резопан- 
сов, как видно па примере зависимостей 3 и 9, подходят вплотную к ради
альным резонансам.

Результаты, приведенные на фиг. 2 ,6  и 2, в, согласуются с выводами, 
которые сделаны на основе фиг. 2, а. Значения резонансных частот, лежа
щих па кривых 2, 8, 9 и 11, убывают с увеличением £2 и £3. Эта зависи
мость проявляется тем больше, чем дальше данная резонанспая частота при 
£,=const расположена от асимптотического участка соответствующей 
кривой на фиг. 2, а. Резонансные частоты, соответствующие кривым 3, 5, 
6, 7, 12, 13, не изменяются с увеличением ширины и глубины канавки 
(фиг. 2, б, в). Даппое явление связано с тем, что при выбранной постоян
ной высоте пьезокерамического цилиндра |,=1,11 эти кривые соответст
вуют асимптотическим участкам подобных зависимостей, приведенных на 
фиг. 2, а.

Экспериментальное определение собственных резонансных частот пре
образователей с а = 22,5 мм производилось по методу исследования харак
теристик полной проводимости. Эти результаты, отвечающие кривым 4 
и 10, показали хорошее совпадение с расчетными при изменении любого 
из параметров £,, £2, £з.

Экспериментальные результаты по расчетным кривым 1—3, 5—9 и 
11—13 качественно соответствуют им, однако в эксперименте наблюдается 
большее число аксиальных резонансов преобразователя. Эти эксперимен
тально найденные резонансы располагаются в области, ограниченной рас
четными кривыми аксиальных резонансов 1, 2 и 2, 3. Наряду с этим на
блюдается хорошее совпадение расчетных зависимостей аксиальных ре
зонансов, соответствующих кривым 3, 8, 13 на фиг. 2, а и кривым 2, 3, 12 
па фиг. 2,6, в, с экспериментальными точками. При £,=1,11 и £,=1,25 
для семейств кривых 5, 6, 7 и 12, 13 (фиг. 2,а)  экспериментально полу
чено по одному резонансу на каждую группу кривых. Этот результат 
можно объяснить следующим образом: расчетные резонансы расположены 
на асимптотически приближающихся ветвях указанных зависимостей, по
этому частотные промежутки между ними настолько малы, что физически 
невозможна реализация каждого из расчетных резонансов. Аналогичные 
результаты получены для случая изменения параметра £2 (фиг. 2 ,6). При 
изменепии £3 от 0,13 до 0,71 (фиг. 2, в) экспериментальные резонансы, 
соответствующие кривым 5—7, не наблюдались.

Отклонение расчетных результатов от эксперимента обусловлено ис
ходными приближениями, принятыми при постановке задачи о радиально- 
аксиальных колебаниях преобразователя конечных размеров. 5
5  А к у с т и ч е ск и й  ж у р н а л , .\$ 6 8 33
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