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О РА С П РО С ТРА Н Е Н И И  П О В Е Р Х Н О С Т Н Ы Х  ВОЛИ В СРЕД Е КО ССЕРА 

Л и л и и  А . Е . ,  П и р о ж к о в  В. А .,  С т епанов  Р .  Д .

Макроскопические механические свойства сред зернистого строения могут быть 
описаны в рамках модели Коссера [1-3]. В работе [4] рассмотрена задача о рас
пространения поверхностных волн в полупространстве Коссера со стесненным вра
щением. Выявлен ряд особенностей, которыми обладают такие волны по сравнению 
с аналогичными в классическом упругом полупространстве. Исследовался также 
процесс распространения поверхностных волн Рэлея в полупространстве Коссера 
с кинематически независимым вектором микровращения [1]. В последней работе, 
однако, была допущепа ошибка, которая привела к неправильным заключениям 
о характеристике распространения поверхностных волн. Настоящая заметка посвя
щена исправлению неточностей, встречающихся в работе [1].

Рассмотрим полупространство Коссера, поверхность которого свободна от на
грузок. О с и  декартовых координат х2 и х3 направим по поверхности, а ось xi — 
в глубь полупространства. Уравнения движения в перемещениях и и углах микро
вращения to имеют вид [2, 5]

( 1)

•»
(А,+2р) grad div и—(ц+а) rot rot u+2а rot w=pu, 

(P+2*f) grad div to— ("f+e) rot rot o+ 2 a rot u-4ato=/co,
где X; |x; a ; P; 'у; e - упругие постоянные модели, p -  плотность среды, /  — мера 
инерции среды при вращении. Граничные условия на свободпой поверхности полу
пространства запишутся в виде: Ои=0; а12=0; щ з=0; а13=0; Цн=0; |х12=0. Здесь
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Фиг. 1. Зависимость фазовой скорости распространения поверхностных волн и мини
мального по абсолютной величине коэффициента затухания амплитуды колебаний 
от круговой частоты при с32/ с 22=2.0; c22/c i2=0,3: 1 -  с42/ с22=0,5; 2 - с ^ / с гг= 0,7; 3 -

Ci2/C22=0,8; 4 -  с42/с 22=1,0

Oij — компоненты несимметричного тензора силовых напряжений, од -  компоненты 
тензора моментных напряжений.

Исследуем поверхностные волны, распространяющиеся в направлении оси х2 
в условиях плоской деформации. Векторы и л ы  имеют компоненты u=ui3i + u232; 
(0=<0дЭз, где эг, э2; э3 -  единичные векторы, направленные по осям координат. Раз
ложим вектор смещений на потенциальную и соленоидальную составляющие: 
u=gradcp+rot i|); i|>=\J>333. В случае монохроматической волпы зададим потенциалы 
в виде
(2) {tp; ф 3; со3> =  {Ф(x t); Ч 'Оп); Q(*i)} exp *(кж2- р 0 -
Подставляя (2) в уравнение (1), получим (di=d/dx i),

РР2
(3) d]2 ф—к2 Ф  ------------ Ф,

(4) (p,+a)(d12'F -K 2T )+ 2 a t i= -p p 2'F,
(5) (Y+e) (d12Q -K 2Q )-2 a (d ,24f-K 2'F )-4 a Q = /p 2Q.

Монотонно убывающее решепие уравнения (3) -  Ф =А  e x p ( -v x i) ,  где v = ( k 2—p2lci2)'fi; 
С12= р - 1(^+2ц), полностью совпадает с аналогичным выражением для классического 
полупространства. Уравнения (4), (5) допускают решения вида чГ(з;1) =

= B i  exp (—Vi*,); Q(si) =D, exp(—vjxi), где/),- =  — #i{(K2-v<2) (ц+ a )-p p 2}. Послед-
2a
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нио соотпошения показывают, что составляющая колебательного процесса, отве 
чающая потенциалу У , существует одновременно с составляющей, характеризуемой 
вектором микровращеннй. Раздельное существование названных компонент волно
вого процесса возможно лишь при а= 0 . Уравнения (3) и (4) описывают в этом 
случае волну Рэлея в классическом упругом полупространстве [2]. В работе [1]

Фиг. 2. Зависимость фазовой скорости распространения поверхностных 
волн и минимального по абсолютной величине коэффициента затуха
ния амплитуды колебаний от круговой частоты при c22/c i2=0,3: 1 -  
<\2М 2= 0,7; а /р —0,707; 2 - с 42/ с 22= 0,7; а /р=1,0 ; 3 -  с42/с 22=0,7; а /р =  
=2,0; 4 — с42/с 22=1,0; а/р=0,707; 5 -  с42/с 22=1,0; а /р=1,0 ; 6 -  с42/с 22=

=1,0; а /р=2,0

но учтено это обстоятельство, что привело к ошибочному выводу о возможности 
раздельного существования двух поверхностных волп в полупространстве Коссора, 
одна из которых обладает дисперсией, а другая -  нет. Значения vf=VK2—а,- вполне 
определяются решением я* алгебраического уравнения (i=  1, 2) Xa2—Ya—Z = 0, где

(*Y+e)(p+a) р2 / jp2
Х = -------- --------- ; Y =  {р(ч+е) + / (p+a)} — 2р; Z =  2рд2 ( 1 ----- —

2а 2а \ 4а
Связь между напряжениями и компонентами векторов смещений и углов микро

вращений имеет вид |2, 5]

(f*+a) e KjtCaK) + (p -ct) (hj.,--е к,;0)к) +Яин,Ль 

p,j= (ч+е) о , j+  ft -e )  со^+реок.Ль
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где e Kij-  символ Леви-Чивита, б ц -  символ Кропекера, запятая перед индексом озна
чает дифференцирование по соответствующей координате. Подставляя в соотноше
ние (6) выражения для потенциалов и учитывая граничные условия на свободной 
поверхности полупространства, получим уравнение относительно фазовой скорости 
поверхностных волн Рэлея сн:

' i - i i - l -
сгг ) с . Ч

CR2 «1
*11

N

II

С*О
1

Сгг с е  1

гдо с22==р/р; с32= р + а /р . На фиг. 1, я, 6 и на фиг. 2, я, б представлены данные 
расчетов. На фиг. 1,я и 2, я показана зависимость безразмерной фазовой скорости 
распространения поверхностных волн от безразмерной круговой частоты колебаний 
для различных сочетаний значений упругих параметров модели. Зависимость ми
нимального по абсолютной величине коэффициента затухания амплитуды колебаний 
(здесь нм является Vi) от безразмерной круговой частоты колебаний представлена 
на фиг. 1,6 и 2,6. Здесь введены обозначения /\2=»4а/у, Р.о2==4р/У; <Ч2=Ч+е/у.

Анализ полученных результатов позволяет сделать следующие выводы: поверх
ностные волны Рэлея в полупространстве Коссера обладают дисперсией, зависи
мость минимального по абсолютной величине коэффициента затухания амплитуды 
колебаний от частоты имеет экстремальный характер.
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