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КАУСТИКА, ОБРАЗОВАННАЯ ПРИ УЧАСТИИ 
ДИФРАКЦИОННОГО ЛУЧА

Г о д и н  О . А .

Получено асимптотическое выражение ноля в окрестности каустики, 
образованной при участии дифракционного луча. Указан способ на­
хождения поля вблизи каустики через характеристики лучей. В ка­
честве примера рассмотрено отражение сферической звуковой волны от 
жидкого слоистого полупространства.

В большом числе работ (см., например, [1 ,2 ])  для анализа распрост­
ранения звуковых и электромагнитных воли в неоднородных средах 
и дифракции на телах применяется геометрическая теория дифракции, ко­
торая при описании высокочастотной асимптотики поля наряду с обыч­
ными лучами геометрической оптики (геометрической акустики) привле­
кает так называемые дифракционные лучи различных типов. Эти лучи 
появляются при дифракции на особенностях поверхности (край, верши­
на), скольжении обычного луча вдоль поверхности рассеивающего тела, 
в зоне тени за каустикой, при наличии критического угла полного отраже­
ния и т. д.

Л. М. Бреховских [3] и Л. Фельсеном [4] был развит альтернативный 
подход, основанный на интегральных представлениях поля, и произведено 
его сопоставление с лучевым для двумерных задач. В этом методе поле 
заданного источника представляется в виде разложения по некоторой бо­
лее простой системе волн. Как правило, решение имеет вид

+»
г|>= |ф (1)

— со
где Ф, /  — аналитические функции £, параметрически зависящие от коор­
динат излучателя и приемника, к — значение волнового числа в фиксиро­
ванной точке неоднородной среды. Высокочастотное поведение ф опреде­
ляется сингулярностями функций Ф, /, а также числом и расположением 
стационарных точек /. Когда эти особые точки достаточно удалены друг 
от друга, а стационарные точки имеют первый порядок, т. е. / "  (^ )^ О , 
геометрическая теория дифракции дает главные члены асимптотических 
разложений по степеням 1 /к. (Функция /(£ )  имеет размерность длины, 
и истинным большим параметром задачи является безразмерная величина 
k-R, где R — некоторый характерный линейный размер. Ниже для кратко­
сти будем говорить просто о зависимости от к). Стационарным точкам 
отвечают лучи, в том числе комплексные, точкам ветвления — боковые 
волны, полюсам функции Ф — обычные плоские, поверхностные или 
«вытекающие» волны в зависимости от значения /(£ Р) [3—5].

Если приемник расположен в таких областях пространства, что соот­
ветствующие особые точки подынтегрального выражения неограниченно 
сближаются, то лучевая теория приводит к расходящимся значениям поля 
и неприменима. Переходные явления при сближении полюса п стационар­
ной точки нашли свое детальное изучение в работах [3 ,4 ]. Поле в окре­
стности каустик, образованных обычными лучами (нм соответствует сбли­
жение двух и более стационарных точек), подробно обсуждено с различных 
точек зрения в работах [3, 4, 6—8 и др.].

Настоящая работа посвящена изучению волнового поля в окрестности 
каустики, образованной обычным и дифракционным лучами, методом эта­
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лонных функций. В интегральном представлении (1) при смещении при­
емника вблизи такой каустики происходит сближение стационарной точки 
первого порядка и точки ветвления. Близкие вопросы с иных позиций 
рассматриваются в работе [9].

В качестве эталонного интеграла, содержащего присущие задаче ана­
литические особенности фупкций Ф и /, естественно взять

+ оо
7(р, Ь, а ) =  | exp(ipx2) (x—b)a dx. (2>

— СО

Здесь р, Ъ, а  — комплексные числа. Условие arg р е  (О, я ) обеспечивает 
сходимость интеграла при всех Ь, а. Исключением являются лишь чисто 
вещественные значения Ь при R e a < —1. При этом функция /  испытывает 
разрыв на вещественной оси Ь и остаются определенными пределы 
I im /(p , Ъ'+ib" ,  a) (b '^  Re b, b " ^ l m b ) .  В подынтегральное выражение

входит многозначная аналитическая функция {х—Ь)а. Однозначность- 
/ (р, Ь, а ) достигается выделением регулярной ветви (х— Ь)а. Будем счи­
тать, что

arg ( > - & ) е ( - л ,  л ). (3)
В дальнейшем для определенности примем, что аргументы всех комп­

лексных чисел удовлетворяют условию (3).
Исходя из определения функции параболического цилиндра Da(z) как 

решения соответствующей задачи Коши [10], можно показать, что
/(р , Ь, а) =У2л~(2р)‘"(1+а)/2 exp [£р&2/2 +

+ £ л (1 -а )/4 -Н л а (1 —sgn Ъ")/2] /?а (У2р6е-3п,/4 sgn b") ,  (4>

/о =  \ е'°*\х-Ъ)а dx=  
т

= 2 л /Г  ( - а )  е*pw/2+f«(d+3)/* (2р) - (1+a)/2D -a-i (be3ni/iV~2p) sgn b". (5>

Значение интеграла /г, понадобится ниже при рассмотрении поля боковой 
волны. Здесь означает контур, охватывающий разрез arg (х— 6 )= л , ко­
торый связан с выделением регулярной ветви (х—Ь)а. Направление обхо­
да  ̂ выбрано таким образом, что ближняя к вещественной оси часть кон­
тура параллельна оси, а дальняя — антипараллельна.

Когда стационарная точка х = 0  и точка вегвлепия х=Ь  далеки, т. е.

|рЬ2|»1, (б>
из асимптотического разложения функций параболического цилиндра 
можно получить, что

/(р , 6, а)^Уя7р*е<л/4(“ Ь)а [1+мх(а—1) (4рЬг)~*—. (7)
arg (У рб)е(О , л ] и [ —л, —л/2].

/ (р, b, а )~У л /ре,л/,( —Ь)а[1+ й х (а -1) (^рб2) -1—. . .] +

+2лехр (ipb2—* я а /2 )/Г (—а)  (2р6)“ ,"а [1 + га (а + 1 ) (4рЬ2) “ 1—. . . ] ,  (8)

arg (У р6)е [0 , л /2 )и (—л, 0).

Для краткости формулы (7 ), (8) выписаны только для Ь "> 0. Анализ этих 
соотношений показывает, что при вещественных р и \b"\<i  переход от 
отрицательных значений Ь' к положительным качественно меняет харак­
тер асимптотики: появляется или исчезает второе слагаемое, что соответ­
ствует включению боковой волны.

Функция Фi (и) = e iuVZD0tb( У2ein,ku) при и = —Ур-fc'-sgn Ъ" передает за­
висимость /  от Ъ ( /  и Ф, отличаются множителем, зависящим лишь от р) 
в важном частном случае р '> р 7/; 16' | >̂ | б "  |; а=0 ,5 . Зависимость моду-
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.ля А и фазы ф функции <Dj от и показана на фиг. 1. Изменением знака ф 
из фигуры получаются графики функции Ф2(^) =е~’ыг/2Во,ь(У2е'{!''Ы), иг­
рающей ту же роль, что и Фи при — р ^ р "; и = —V —р*£/ sgn b" .  Асимпто­
тика удовлетворительно приближает модуль, когда |uj>l ,  а при |и|> 
> 1 ,5  — фазу Ф,.

Эталонные интегралы, подобные (2 ), рассмотрены в ряде работ. Так, 
в статье [11] подробно изучен случай а=0,5 , в работах [3, § 31; 4; 12, 
гл. 4, § 4, 5] близкие эталонные интегралы вычислены для отрицательных 
и полуцелых значений параметра а. Будем использовать эталонную функ­
цию (2), позволяющую наиболее просто и в общем виде получить асимп­
тотику поля в окрестности каустики, образованной при участии дифрак­
ционного луча.

•Фиг. 1. Модуль А  (а)  н фаза <р (б) функции Ф4 (и). Пунктиром ноказаны приближен­
ные значения А  и ср, получающиеся при учете первых членов каждого из слагаемых

в асимптотических разложениях (7), (8)

Перейдем к вычислению поля гармонического источника сферических 
волн в слоисто-неоднородной среде. Введем цилиндрическую систему ко­
ординат с перпендикулярной слоям осью Oz. Источник расположен в точке 
((9, z0), приемник — в точке (г, z, у).  Используя разложение излучаемой 
волны по плоским (с безразмерным горизонтальным волновым числом 
%=кт/к) с последующим интегрированием по х, можно получить инте­
гральное представление поля вида (1). Предположим, что при рассматри­
ваемых расположениях источника и приемника / (£)  имеет единственную 
стационарную точку / ' ( £ i ) = 0  и /"(£,)¥= 0, Im £i=Im  / " ( £ 1) = 0  (здесь 
и ниже производные по £ обозначаются штрихами), а Ф задана рядом, схо­
дящимся в окрестности точки £ = £ 2 равномерно по /с, г, z, z0:

±°°
Р>0, Im £2= 0. (9)

m=0

Вычисление интеграла (1) методами перевала и скорейшего спуска 
дает решение, соответствующее приближению геометрической теории 
дифракции:

ф =(2л/|/с/, / (^,) | ) '/г ехр [гА:/(£,) +

+ iW 4 -sg n // , ( S i ) ] O ( ^ ) [ l+ O ( * - 1) ] + ^ - 0 [ ± a z - U ] ;  (Ю)
фб= 2 л /Г ( - ^ ) Л 9(*, г, z, z0) \kf'(%2) |-‘- * Х

Xexp [i/c/(e2) - m ^ /2 X S g n / '( W ]  X
X f l + O ^ + A r 1) ] .  (11)

Здесь 0 (я) =  ( 1+sgn х)/2 — функция скачка, q — наименьшее натуральное 
число такое, что А ч/Г( —$q)^0.  Если таких q нет, то ф0= 0. При полуце­
лых $ оценка поправочного члена в выражении (11) может быть усилена 
от 0(к~*+к~') до 0 ( / г ‘ ).
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Первый члеп в формуле (10) — вклад от стационарной точки При 
деформации в плоскости комплексного переменного £ исходного контура 
интегрирования в перевальный путь возможно пересечение разреза, по­
являющегося в результате выделения регулярной ветви многозначной 
аналитической функции Ф(£) .  Когда число таких пересечений нечетно 
(для учета способа ухода разреза на бесконечность к этому числу нужно 
добавить 1, если достаточно удаленная часть разреза полностью находит­
ся в области, заметаемой при деформации контура), в if добавляется 
вклад от интеграла по берегам разреза, дающий второй член в формулу
(10), соответствующий боковой волне. Когда разрез проходит вблизи 
в интеграл (11) но охватывающему разрез контуру должен быть дополни­
тельно внесен соответствующий вклад стационарной точки. При измене­
нии знака разности £2—£i число точек пересечения разреза меняется на 
единицу, что и вызывает скачок — появление или исчезновение боковой 
волны. Пусть £i< £ 2. Если разрез пересекается четное число раз (в том 
числе ни разу), то в формуле (10) в аргументе 0-функции следует взять 
знак «—» н знак « + »  в противоположном случае. Ниже для краткости 
будем говорить соответственно о «четных» и «нечетных» интегралах (1). 
Вместе с функциями Ф, /  разность £2— зависит от координат точек из­
лучения и приема. Граница области существования боковой волны зада­
ется неявпо уравнением

h ( r t z, z0) = ^ ( r 4 2, z0). ( 12)
Лучевую трактовку формул (10), (11) удобно дать, предварительно 

тождественно преобразовав подынтегральное выражение так, что вместо 
функций Ф, /  оно будет содержать функции

/■(£)=/(£)+a(5-km ; Фа)=Ф(^)е-(:-с’,р; (13)
a = —iAi/A0.

Считаем здесь 0 < £ < 1 , а не зависит от к. Формулы (13) переносят основ­
ную (при £~£2) часть зависимости Ф от £ па f .

При сделанных выше предположениях / ' ( £ )  может иметь 1 и 2 нуля. 
Одна стационарная точка существует во всех случаях, близка к и опре­
деляет первый член в выражении (10). Вклад этого члена может быть 
интерпретирован как поле обычного луча. Вторая стационарная точка 
близка к £2, существует при £2> £ i или £2< £ i в зависимости от соотноше­
ния параметров и дает в поле вклад, равный i|)0. Эту точку, следовательно, 
можно сопоставить боковому лучу. Когда разность £3—^  делается малой, 
пули / ' ( £ )  сближаются и совпадают при нахождении точки наблюдения 
па каустической поверхности — огибающей семейства лучей, которая 
отыскивается из системы уравнений f '(J ;)= 0 , / " ( £ ) =  0, как и каустика 
обычных лучей. Считая для определенности а вещественным и имеющим 
тот же знак, что и / "  (£ 1) , можно получить неявное уравнение каустики 
в виде

2 -р  Г (1— |,/(2- р)

1 - p U n t i )  J
По разные стороны поверхности (14) функция f  (£) имеет соответст­

венно 1 и 2 стационарные точки, т. е. при переходе через эту поверхность 
меняется число лучей, приходящих в точку наблюдения.

Из сказанного выше видна близкая аналогия поведения стационарных 
точек, а значит, и геометрии лучей при перемещении точки наблюдения 
в окрестностях каустики обычного и дифракционного лучей и гладкой или 
имеющей несколько точек заострения каустики обычных лучей. Имеется, 
однако, и качественное отличие. В первом случае каустика отвечает пере­
ходу «2-*1» в числе лучей, а при пересечении любой ветви каустики 
обычных лучен (произвольного вида) количество (вещественных) лучей 
меняется на четное число [4, 5, 7].

При сближении точек и £2 формулы (10), (И ) дают разрывные не­
ограниченные зпачеппя поля п перестают быть справедливыми из-за на­
рушения условий &|/'(£2)| > 1  и  медленности изменения функции Ф в
20



■существенной для интегрирования области, которые необходимы для при­
менимости использованных выше асимптотических методов. Условием 
справедливости выражений (10), (11) оказывается

f c I H W K b - t . ) 1» ! .  (15)
На каустике, образованной с участием дифракционного луча, (14) вы­

полняется неравенство fc|/"(£i)l (£2—Si)2° ° | (Si) |-р/(2- р)< 1 , обратное 
неравенству (15). Как и следовало ожидать, вблизи такой каустики луче­
вые представления неприменимы. Вопрос о том, разделяют ли области, 
куда приходит разное число лучей, поверхность (12) — границы области 
существования боковой волпы или каустика (14), не имеет физического
содержания, поскольку бессмысленно определять число лучей в условиях 
неприменимости лучевых представлений. Переходные явления происходят 
в области, содержащей обе поверхности. Несовпадение (12) и (14) не 
противоречит, следовательно, лучевой интерпретации боковой волны.

Поскольку к предполагается большим, при невыполнении неравенства
(15) заведомо

l t i - t i | « l ,  (16)
причем условия (15) и (16) могут выполняться одновременно.

При условии (16) |£—£*|<1 в существенной для интегрирования об­
ласти, и справедливо разложение (9). Подстановка его в интеграл (1) и 
представление / (£)  в виде / ( £ ) e /(E t)+ l/2 /" (S i)  (£—£i)2+ 0 (| C -£ i| 3) при­
водят к выражению поля через интеграл типа (2):

+ оо +»

J  ехр[1*/<С,)+**Г(С.)/2(С-С.), 1
— оо т «=0

+ оо
- e « ‘V  ^  Ат(к, г, z, z0) l { k f  С , ) /2, С*-Е., . (17)

гн=0
В формуле (17) £2—£i понимается в смысле ^2— До  сих пор мы 

использовали лишь локальное подобие интегралов (1) и (2).  Требование 
подобия также и в относительном расположении перевального пути и раз­
реза (одинаковой «четности» исходного и эталонного интегралов) конкре­
тизирует выбор знака сколь угодно малой мнимой части если ин­
теграл (1) «четен», то / " ( £ , ) -Im (£2—5 0 < 0 , для «нечетного» интеграла 
следует взять обратный знак неравенства. Подчеркнем, что выбираемый 
таким формальным образом знак Im (£2—£0 никак не связан с мнимостью 
£г—£i, возникающей при учете поглощения энергии волны в среде.

При получении соотношения (17) в показателе экспоненты был опу­
щен член к-0 (  | £—£i |3), который в существенной при интегрировании 
области k\f"(%i)\-\£—%i\2̂ i  имеет порядок величины [/,,|“ Yl|/"'|
В окончательном результате это, как можно показать, приводит к погреш­
ности

•ф_ф=ф.0 (&-'*). , (18)
Перейдем к анализу основного соотношения (17). Как видно из анализа 

формулы (4),  вблизи каустики, где аргумент, а следовательно, и значение 
функции параболического цилиндра порядка 1, |/(р, Ь, а ) | быстро убы­
вает при росте а  за счет множителя |р|“ (1+а>/2, содержащего большой па­
раметр в отрицательной степени. На удалении от каустики члены с наи­
меньшими значениями т остаются доминирующими: это видно пз анализа 
формул (7),  (8), (16). Поэтому в выражении (17) существенны лишь 
первые члены. Так, если Л, (к, г, z, z0) не является аномально малым, на 
основании соотношения (17) получаем для поля вблизи каустики (т. е. 
при выполнении условия (16)) в «нечетном» случае выражение

■Ф У 2зх
!*/"(& .)

eft/<sll+i«/* ̂ nt-a,>A0(k,r,z ,  z0) + У2яA t(k, г, z, z0)

1*Г(Е«)|(,+И/*
x
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Х е ,л^ С 1) + а А / ' / (С |)<5 .-С*)* /4+ал(1-Р)/4  sgn / ” <£,))<

x d ,[  m r  a , )  i a 2- s , ) e - 3ni/4 sgn r a o  ]. (19)

Аналогично соотношениям (17), (19) для полного ноля ф при тех же 
предположениях, используя выражение (5) вместо (4),  можно получить 
формулы, описывающие боковую волну вблизи каустики. Аналогом фор- 
мулы (19) будет (без предположения «нечетности») выражение

♦
2ni sgn[ / '  (£,) ] Ад(к, г, z, z0)

exp[ ik f (^ )+ ik f " (£,) (£ , -£ 2) V4+

+fn(i+Pff)/4sgnr (e .) ]^ -.-» ,[ i ,i* r (c .)i(s .-£ .)« ,",/i,,n/ (w],
( 20)

где q — то же, что и в соотношении (11). *
Как указывалось выше, условия (15) и (16), вообще говоря, не проти­

воречат друг другу. Когда они выполняются одновременно, функции 1 в 
формуле (17) можно заменить их асимптотическими разложениями ( 7 ) г
(8),  так как неравенства (6) и (15) эквивалентны. При этом формула
(17) переходит в соотношения (10), (11) даже без поправки (18). В со­
вокупности выражения (10), (11) и (17) дают полное асимптотическое 
выражение поля при сделанных выше предположениях о свойствах функ­
ций /, Ф. В свою очередь соотношение (20) переходит в (11). Формулы
(11) и (20) определяют боковую волну во всей области ее существования.

Соотношение (17) было получено выше из интеграла (1). Для расчета 
ноля но формуле (17), однако, совершенно необязательно знать заранее 
интегральное представление. Решение, найденное в приближении геомет­
рической теории дифракции, являясь само но себе неудовлетворительным 
в окрестности каустики, содержит тем не менее всю необходимую инфор­
мацию для описания волновой картины в этой области.

Пусть известно уравнение лучей r= r(z , z0, £) и главные члены асимп­
тотических формул для нолей у\){ обычного и ф2 бокового лучей. Величина 
5i характеризует наклон обычного луча, приходящего в точку (г, z) и оп­
ределяется из уравнения r= r(z , z0, £t). Вблизи каустики |£i—£2|<1 и 
Ф(£2) ~ ^ о. Сравнивая формулы (10) и (19), можно показать, что первоо 
слагаемое в соотношении (19) совпадает с лучевым решением ф! для поля 
по ту сторону от каустики, где отсутствует боковая волна. Точку ветвле­
ния £2 находим по £t, переходя к пределу к-+°° в уравнении каустики. 
Параметр q$ на 1 меньше порядка сингулярности, которую имеет иоле 
бокового луча при £,-*-£2 как функция горизонтального волнового числа 
или параллельного слоям расстояния до поверхности (12).

Выражая теперь производные от / (£)  через производные от г ( 0  
при помощи соотношения г (£; )=—/ " (£)  (см. [3 ], § 45), получаем для 
двух главных членов формулы (17) в «нечетном» случае

+  i

(2я) - ’Аг  ( - ? р )  ехр |

^ ( 1 + # )  [2 + sgn г ' ( £ , ) ] } [  А-

г/с[г(£2) —г]г
4г' (£,)

< +

г (Е ,) -г ]
(l+ylO/2

X

ХМ 1 У | 7^ )|- r'(W] • ( 21)

В «четном» случае имеет место аналогичная формула, получающаяся 
из соотношения (21) домножением аргумента D-функции на - 1  и ф2 на 
exp { - M l + ? m i + s g n r ' ( $ i ) ] / 2 } .  В формуле (21) предэкспоненциальный 
множитель в квадратных скобках стремится к нулю при и компен­
сирует наличие сингулярности у ф2, так что второе слагаемое в этом выра­
жении имеет вблизи каустики и на ней отличное от нуля конечное значе-
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ние. При больших удалениях от каустики формула (21) п ее аналог для 
«четного» случая дают 'ф~'ф,+1|)2 и Ч1* в соответствующих областях про­
странства.

Используя результаты работ [3] и [6 ], дадим краткую сравнительную 
характеристику поведения полей в окрестности каустики, образованной 
при учГастии дифракционного луча, и неособой точки каустики обычных 
лучей. В обоих случаях лучевые решения дают па каустике расходящиеся 
разрывные величины поля, по содержат информацию, позволяющую по­
строить асимптотическое решение в окрестности каустики, достаточной 
для перехода к лучевым выражениям в области их справедливости. Пере­
ходная зона неограниченно сужается с ростом частоты, но с разной ско­
ростью: пропорционально к~'/з вблизи каустики обычных лучей и к~ъ вбли­
зи каустики обычного и дифракционного лучей. Если Л0̂ 0 , на каустике 
обычного и дифракционного лучей не возникает заметного усиления ноля. 
Главный член асимптотического разложения совпадает с главным членом 
поля обычного луча, но поправка пропорциональна не к~\ а Агр/2. На каус­
тике обычных лучей интенсивность поля увеличивается пропорционально 
къ. Амплитуда ноля монотонна по одну сторону каждой из каустик и ос­
циллирует по другую (там, где есть два луча), но в случае каустики обыч­
ных лучей осцилляции значительно глубже.

Пример: отражение сферической звуковой волны от жидкого слоистого 
полупространства.

Пусть плоскость z= 0 является границей однородного (z> 0 ) и слоисто­
неоднородного полупространств, причем точки наблюдения п излучения 
находятся в однородной среде. Отраженная волна имеет интегральное 
представление (1) (см. книгу [3 ], § 26, 28) с функциями

/ ( £ ) ( £  sin Оо+УГЧЧоз х\ ) ; (22)
ф  ( £ ) = * * ’*/< . (23)

где Ri2= ( z + z 0) 2+ r 2; 60=arctg[ (z+z0) /r ] ; z, z0> 0; V ( l )  -  коэффициент от­
ражения плоской волны с безразмерным горизонтальным волновым чис­
лом £, к — волновое число в однородной среде.

Как известно, Г(£)  имеет точку ветвления при (см. книгу [3], § 36)

£2=к~'  Иш k(z ) .  (24)
Z - + — CO

Предположим, что в окрестности £2 радиусом в несколько (kRi)~'l: 
у функции Ф (^) нет других особенностей. В частности, £2 не должно быть 
слишком близким к нулю и единице. Функция / (£)  (выражение (22)) 
имеет единственную стациопарную точку ^ i= s in # 0, причем / " (£, )  =  
= —Д, cos-2 'во^О. Следовательно, для нахождения поля в переходной об­
ласти применима развитая выше теория. Если Г(£)  не обладает другими 
особенностями во всей области, затрагиваемой при деформации контура 
интегрирования к перевальному пути, то формулы (10), (11), (17) пол­
ностью решают задачу нахождения асимптотических выражений для от­
раженного поля.

Для получения конкретных результатов необходимо задаться опреде­
ленной моделью нижней среды. Предположим, что и нижнее полупро­
странство однородно. Обозначим через т отношение плотностей нижней и 
верхней сред, а через п — обратное отношение скоростей звука. Будем 
считать rc=sin б< 1 . Тогда %г=п и, как известно,

m V l-£ 2+V/i2- £ 2
I m V l - t 2̂ 0.

Из фиг. 2 видно, что в данном случае интеграл (1) является «четным». 
Разрезы, связанные с точками ветвления £=0, ± 1  пересекаются при де­
формации контура интегрирования четное число раз и, следовательно, не­
существенны. На фиг. 2 они не показаны.
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Определив из соотношений (23), (25) коэффициенты А т, по формулам 
(10), (11), можно получить

F0 (sin do) {1 + 0  [ (АЛ,) - 1 ] }  +
+ 2 i sin 6(/c/?,2z?i)-1[cos 6 sin Фо sin3(fl*o~6) ]" '/2X

Х ем г co8(̂ - 6>{1 + 0 [  (kflt) - 1 ] }  X0 (\%-6) . (26)

Используя уравнение лучей г (£) /=£(  1—S2) " Va(z+ zo), по изложенному выше 
рецепту можно найти иоле в окрестности каустики (см. выражение (21))

в виде

♦ 5Г 1 -

2V2 tg б ,гл/8
т (& й ,) ,/4

ХОо.Г,(^) ] ,

-Cf2/4̂

0 .-6

•Фиг. 2. Исходный контур интегрирования (./), 
перевальный путь (2 ) и разрезы в комплекс­
ной ^-плоскости при 0<п"<£1 (3), при 0<  
< —п''<£\ (4) в случае отражения сфериче­
ской волны от неоднородного полупро­

странства

d=2VkR1 e a s i n '
* (27)

Формула (20) дает для бо­
ковой волны вблизи критическо­
го угла соотношение

2 к ----- .
фб~ —  ytg6 (fe fl,)"s/‘ X 

т
Xexp (ifcflt-cP /4+ 7n l/8 ) X

X D . its(d). (28)
Формулы (26) — (28) в ос­

новном согласуются с классиче­
скими результатами Л. М. Бре- 
ховских [3, § 28, 30, 31].

Усложним модель нижней среды. Пусть теперь между однородными 
полупространствами имеется тонкий по сравнению с длипой звуковой вол­
ны неоднородный слой с показателем преломления n(z),  —K z < 0. Плот­
ность будем считать постоянной во всем пространстве. Применяя для 
определения коэффициента отражения плоских волн метод последователь­
ных приближений, предложенный в работе [13], получаем с точностью 
до членов порядка 0 [ ( Ы ) 3] выражение

F, (£) =  F0 (£) X  {1+2 i/г У Т Ч 2/ (1 -  п2)  +

+ 2 ( & Z ) ( i —n~) [2N2i r ^ t > -

- N V ( f [ ^ + f r F ^ ) ] ) ,  (29)

где введены
V

обозначения Nt= l~ l f  [n2( t )—n2]dt,
-l

—ri*]tdt. Для справедливости формулы (29) кроме условия к К  1 необхо­
димо \п—l|»/cZ, чтобы второе и последующие слагаемые в фигурных скоб­
ках были поправками к первому.

Сохраняя лишь главные члены поправок, выпишем выражения для 
•боковой волны и отраженного поля в окрестности каустики. Для их полу­
чения достаточно представить соотношение (29) в виде разложения по 
степеням (£—п)',г и сравнить его коэффициенты с аналогичными величи­
нами разложения F0(£) из формулы (25) при т =  1. При /V,=+0 (а) в фи­
гурных скобках в формуле (29) существенны два первых слагаемых. В об­
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ратном случае (б) необходим учет квадратичного по kl члена.
[1+2Ш  ( 1—п2) Jifo; (30а)

\p=eikR' / R d l - ( l - 2 k 2l2N2) -2У2 tg б/тХ 

X (kRl)~'Iiein/6~d2/l'Do,b(id) ];

фб=  [ 1+2 ikl (1 ~ п г) ~'hNi ] ̂ бо;

tyo=  (1—2k42Nz) фоо.

(305)

(31а)
(316)

Здесь гр0 означает ноле при нулевой толщине слоя, а фбо — боковую волну 
и тех же условиях. ф0, '̂оо и d даются формулами (27) и (28) с т = 1.

Автор благодарит JI. М. Бреховских за постановку задачи и руководст­
во работой, а также А. Г. Вороновича и И. Е. Мальцева за ценные за­
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