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ЭФФЕКТ КОМПЕНСАЦИИ ВЛИЯНИЯ СДВИГОВ 
И ИНЕРЦИИ ВРАЩЕНИЯ ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ 

В ИЗГИБНО-КОЛЕБЛЮЩЕМСЯ НАТЯНУТОМ СТЕРЖНЕ

М ей ер со п  В . Г

Проведены теоретический анализ н экспериментальные исследова
ния влияния силы натяжения стержня на значения собственных частот 
его изгибпых колебаний. Определены условия адекватности моделей 
стержпя по теориям Бернулли -  Эйлера и С. П. Тимошенко.

Э лем ентарная теор и я  Б ерн ул л и  — Э йлера н еадекватн о оп и сы вает  с о б ст 
вен н ы е ч а стоты  fa и зги бп ы х  кол ебан и й  стер ж н я . П оп р а вк и  на сдвиги  и 
и н ер ц и ю  вращ ен и я  п оп ер еч н ы х  сечен и й  стер ж н я  вп ервы е ввел в эл ем ен 
та р н у ю  теор и ю  С . П . Т и м ош ен к о  [1 , 2 ] .  М одели  стер ж н ей , и ссл едуем ы е 
согл а сн о  та к ой  у точ н ен н ой  теори и , н азван ы  м оделям и  С. П . Т и м ош ен ко.

Н и ж е показано, ч т о  влияние сдви га  и  и н ерции  на н е к о т о р у ю  ч а ст о т у  
/ « = / „  м ож н о  ск ом п ен си р ов а ть  си л ой  F=FM н атя ж ен и я  стер ж п я . С п равед
л и во и  обр а тн ое : п ри  заданн ом  зн ачен ии  Ftt су щ е ств у е т  ч а стота  /„ , на к о 
тор ой  дей стви е  си л ы  FK ск ом п ен си р ова н о  влиянием  сдви га  и  инерции .

К ом п ен сац и я  влияния сдви га  и  и н ерции  озн ачает ад ек ватн ость  эл ем ен 
та р н ой  и  у точ н ен н ой  теор и й  в то ч к а х  ( / « = / „ ,  F=FK). Э то п озвол я ет  р а с
ш и ри ть  обл а сть  прим ен ен ия эл ем ен тарн ой  теор и и , ввести  дополнительны й  
эксп ери м ен тал ьн ы й  к ри тери й  адекватн ости  а к у сти ч еск ой  м одели н а тя н у 
то го  стер ж н я  н атуре и  и сп ол ьзовать  эл ем ен та р н ую  теор и ю  для п роверки  
ад ек ватн ости  у точ н ен н ой  теор и и  в то ч к а х  ( / I£, FK) .

Р а ссм отр и м  тр ехп р ол етп ы й  ци л ин дри чески й  стер ж ен ь . К он ц ы  стер ж п я  
заж аты  на к р а й н и х  оп ор а х . О дна из эти х  оп ор  м ож ет  св обод н о  п ер ем е
щ а ться  при  н атя ж ен и и  стер ж н я  с  си лой  F. П ри  F= 0  или п осл е н а тя ж е
ния стер ж н я  к ои ц ы  его  ц ен трал ьн ого  п рол ета  — к он тр ол и р уем ого  у ч а ст 
ка — ж е стк о  п р и ж и м а ю тся  к  ул ьтр а звук овы м  п реобразовател ям . П р е о б р а 
зовател и  сл у ж а т  дл я  в озбу ж д ен и я  и  прием а ан ти си м м етри чн ой  а0, 
си м м етр и чн ой  .90 и к р ути л ьн ой  с0 н ул евы х  м од  н орм ал ьн ы х вол н  в стер ж н е .

П редстави м  к он тр ол и р уем ы й  у ч а ст о к  стер ж н ем , и м ею щ и м  дл и н у  I=  
= c o n s t  и  д и ам етр ы : dT — при 7^=0, и  (dT—6) — при РФ0. У м ен ьш ен и е зн а 
ч ен и я  dT на  м ал ую  вел и чи н у  б *CdT обу сл овл ен о  н атя ж ен и ем  стер ж н я . П р и 
мем , ч т о  стер ж ен ь  сов ер ш а ет  свобод н ы е кол ебан и я  на м одах  а0у s0 и с0.

П р и  F= 0  в рам к ах  эл ем ен тарн ой  теор и и  сп раведл и вы  ‘при бл и ж ен н ы е 
вы р аж ен и я  (см . [ 2 ] )

Ca=2lfJx&Va=')/2TifaVar7l ( 1)

cs=2lfs/ s ^ v a=yE/p; cc=2lfc/c~vc=\/Gp} (2 )

где са, cs, cc — эксп ери м ен тал ьн ы е значения ф а зов ы х  ск ор остей  мод а0, s0t 
с 0; va, vSt и с—  ф азовы е ск о р о сти  м од  а0, s0l с0 п о эл ем ен тарн ой  теор и и ; / а, 
/*, /с  — ч а сто ты  об ер тон ов , со о тв е т ст в у ю щ и е  ск ор остя м  са, с „  сс\ х ,  sy с  — 
чи сл а  п ол увол н  дл я  ч а стот  / а, /*, / с; Е, G — м одул и  Ю нга и  сдви га ; р  — 
п л отн ость  м атериала стер ж н я  гт= у / / 5  — р ад и ус м ом ен та  инерции J п о 
п ер еч н ого  сеч ен и я  стер ж н я  пл ощ ади  S  (д л я  к р у гл ого  стер ж п я  dT= 4 r T, 
/ = 4 я г т4, 5 = 4 л г т2) .

Н а  осн ов е  ( 1 ) ,  (2 )  м одель Б ерн ул л и  — Эйлера и н тер п р ети р уем  урав-

щ



пениями — условиями:
d0
4~

l Qa dT7*0=  — —  =  —  = r x=const= inv (Qa, Qs) ; 
n  i&t 4

(3)

Qa= n d TQ8/Al=caa,il2l=Acal2l=fa.[.\lK+l—fal>i= 
= / 0/x 2= /a=i=const=inv x;

iis= lJs= j«+l— /,= /s= ,= con sl= in v  5;

Йс= /с /с = /с+,- /c = /c = . =const=inv c;

(4)
(5 ) 

( 6>

где rT, dx — истинные размеры; r0, d0 — результаты акустического контроля 
в элементарной теории [3 ]; / 0= i, /«=1, /Л-1 — частоты первых обертонов; 
cex=i=2i/e»,; Дca==Ca+1 Ca==ca=, — приращение скорости са при переходе в 
(1) от Qa.,-i к Qa; inv означает инвариантность некоторой величины по 
отношению к операциям над другими величинами в (3) —(G).

Элементарная теория не учитывает дисперсии скоростей сл, сс и вели
чины Дса= с в+1—са. Поэтому равенства (3) —(В) на самом деле являются 
приближенными. Ввиду использования резонансного метода и пропорцио
нальности величин Дса~£20, cs~Q s, сс~£2с будем говорить о дисперсии час
тот Qa, Qiy Qc, имеющих смысл «текущих» значений частот первых обер
тонов / в- 1, /л = |, /с-1 В (4—0).

Рассмотрим формальный переход от (3) —(0) к точечной модели стерж
ня. Для выполнения в (3) требования d0=const необходимо вместо частот 
Qa, Q*, Qc использовать бездисперсионные частоты vn=;\Q„, vs=S Q s, vc=  
=CQc. В этих равенствах факторы A, S, С имеют смысл законов, обрат
ных по отношению к законам, обуславливающим дисперсии частот QH,
QSJ Qc

Если допустить адекватность элементарной теории при (Л, 5, С )-*1 , 
то на основе требования d0= d T=inv (Qa, Qs, Qc) можно перейти от (3) — (6) 
к точной модели стержпя, описываемой уравнениями — условиями:

Л d0/ 4=d/4=r=l/jiA QJ iS,Qe= d T/4 =
= rT=const=inv(Q 0, £ic) ; (7)

va= A Q a= A f jK 2=Afa=l=coiist=inv x ;  (8)
vg=S Q s= S fs/s=Sfs=i=const=inv s; (9)

vc=C,Qc= C /c/c= C /c=,=const=inv c, (10)
где /' и d — результаты акустического контроля в уточненной теории [4 ]; 
для элементарной теории A = S = C = 1.

Уравнение (7) назовем основным, а уравнения (8) —(10) дополнитель
ными. Это объясняется тем, что условия (7) — (10) служат эксперимен
тальными критериями адекватности модели натуре. Условие (7) является 
основным (необходимым и достаточным) критерием адекватности, так как 
равенство значений d = d T можно объективно проверить мерой длины.

Условия (8) — (10) служат косвенными критериями адекватности мо
дели натуре. Условие (8) служит критерием бездисперсионности часто
ты v„, а также критерием квадратичности для зависимости / в= (Л /а=,)х 2. 
Условия (9) и (10) служат критериями бездисперсионности частот v, и vc, 
а также критериями линейности для зависимостей / ,=  (£ /* -,)*  и / с=  
=  (С/Св1)с. ^

Уравнение (3) и критерии (7), (8) позволяют перейти к рассмотрению 
экспериментальных методов обнаружения эффекта компенсации влияния 
сдвига и инерции на частоту Qa=Qk за счет действия силы FK. В основу 
анализа положим пропорциональность величин Qa~ d 0 в (3 ), (7 ), (8). Ис
пользование аналогии между величинами Qa и d0 упрощает анализ диспер
сии частоты Qa=/«/x2 и делает этот анализ наглядным.

Рассмотрим результаты экспериментальных исследований дисперсии 
частоты Qa= f jy .2. На установке работы [3] контролировалось борное во
локно с размерами dT= (197±0 ,5 ) мкм и Z=(50 ,2±0,l) мм. Концы стержня
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зажаты. Поэтому теоретические значения х т= (а + 0 ,5 ) и sT — целые числа.
На фигуре прямая 1 va=^lQa= n d T/ s=i/4Z=const=inv х. Эта прямая по

строена на основе критериев (7 ), (8) и поэтому соответствует равенству 
величин d=dT в точной теории.

Кривая 2 изображает дисперсию пропорциональных величин £2a~do 
при F = 0  в элементарной теории. Выпуклость и отрицательную крутизну 
этой кривой обуславливает только влияние сдвига и инерции на часто
ты Qа. Кривая 2 проходит ниже прямой /. Поэтому при использовании 
формулы (3) значения d0< d T, если F = 0.

При F = F K=0,5 Н кривая 2 переходит в кривую 5, которая пересекает 
прямую 1 в точке х=х,«. При х < х „  вогнутость и отрицательную крутизну 
кривой 3 обуславливает в основном влияние силы FK на частоты i2a. При

Экспериментальное 'исследование эффекта компенсации влияния сдвигов и инерции 
вращения поперечных сечений в изглбпо-колоблющемся натянутом стержне: 1  — 
оездисперсионность частоты v a= A Q a= n d Tf e~ i / A l = c o j i s t  в точпой теории изгибных 
колебаний стержня; 2 , 3  — дисперсия частоты £2a= /a /x 2 в элементарной теории соот
ветственно при F = 0  и  F*=FK= 0 , 5 H ;  А  -  фактор, учитывающий дисперсию частоты 

и влияние силы Р к  натяжения стержпя в точной теории; (х = х к, Qa= f iK, F = F i()  — 
параметры модели стержня при наблюдении эффекта компенсации

х > х к выпуклость и отрицательную крутизну кривой 3 обуславливает в 
основном влияние сдвига и инерции на частоты й а.

Кривая 3 изменяет вогнутость на выпуклость в точке х = х к, т. е. в точ
ке перегиба кривой 3 отсутствуют характерные признаки влияния сдвига, 
инерции и действия силы FH на частоту Qa= Q K. Пересечению кривой 3 с 
прямой 1 в точке х к соответствуют равенства d0= d = d Tl va=£2a=£2K, А = 1, 
означающие адекватность элементарной п точной теорий.

Из эксперимента следует, что в точке хк наблюдается эффект компенса
ции влияпия сдвига и инерции на частоту £2a=Q,( за счет действия силы 
F = F K натяжения стержня.

Итак, в эксперименте эффект компенсации сдвига и инерции можно 
обнаружить по равепству значений dn—dT при использовании формулы
(3) , по перегибу кривой 3 и по пересечению кривой 3 с прямой 1.

Здесь эффект компенсации установлен экспериментальным путем. Най
дем выражения, позволяющие исследовать эффект компенсации аналити
чески. Примем, что условия эксперимента соответствуют равенствам S =  
= С = 1, c8= v 8, cc= v c. Зпачения с8 и сс будем измерять только при F = 0, 
а значения са при \F\>0.

Модель С. П. Тимошенко [2 ], дополненпую силовым членом v2= F l2/EJ, 
представим дисперсионным уравнением

ка'+ к а2( к 2+ K k 2- v 2) -  (ко'-Кк.2ке2) = 0 , (И )
корни которого будут

(ikai) 2=X i2= a 2/2 +  (a4/4+ п к) ,/а= х 2л2=  (a+ e) V ;  (12)
*a22= x 22= - a 2/2 +  (a4/4+n 4) ,/,= x 12—a2. (13)

2 3 0



В работе [5] доказано, что уравнениям (12), (13) соответствуют выраже 
вин х ,2—х 22= а 2 и Xi2x22=/i\  на основе которых здесь записаны правые 
части в (12), (13). В отличие от [5], в формулы (12), (13) введены чле
ны к 2 и кс2, учитывающие влияние сдвига и инерции, и обозначено: а2=  
= к 2Л-Ккс2 v2; п^=к^-К кя2кс2\ /ca=o)a//cQ; A,=ci)e//ce; кс=а>а1/сс; £04=  
= 0)о2lilca2rT2=mti)al3/TJ. Здесь /са абсолютная, а /сс и А:, — относительные 
-безразмерные волновые постоянные моды а0, к0 —безразмерная волновая 
постоянная моды а0 но теории Бернулли — Эйлера; т — масса стержня; 
для простейших вариантов граничных условий значения е = (0,00; ±0,25; 
±0 ,50 ), из которых, например, 0,00 и +0,50 соответствуют шарнирно и 
жестко закрепленным концам стержня; #= 1 ,11  — коэффициент формы для 
круглого стержня.

Определим на основе (12) величины d и г:
d ■ lQa Г FlZ Q 'x '*  l- '/a

=r-  a I  1 + + I « ]  ' (14)

Сравнивая (7) и (14), выделим из (14) величину d0 и фактор А:

d=dQA ; d0 =
Ш а
nQ, '

A.2+fcc2- v 2 . „  к,гкс1 I -Ч,
х глг

+
lcs Кс -1- *

x V  J (15)

Все построения на фигуре представим формулой AQa= A fJ x z.
Точная теория учитывает фактор А. Этот фактор переводит кривые 2 

м 3 в прямую 7, т. е. фактор А  восстанавливает реальную зависимость / в=  
= й ах 2 до идеально квадратичной /а= (Л й а)х 2 и величину d0~Qa до ее ис
тинного значения Ad0= d T.

Элементарная теория не учитывает фактор А. Анализ фактора А пра
вильно объясняет не только участки вогнутости и выпуклости кривой 3, 
но и перегиб этой кривой в окрестности точки х = х к.

Действительно, в окрестности точки х к значение А =  1 и поэтому под 
радикалом в (15) выполняется условие компенсации влияния сдвига и 
инерции на частоту Qa=QiK за счет действия силы F = F K натяжения стерж
ня. Это условие имеет вид

- ~ Г Г  ГQ„2x„2 ( Q r 2+ m c-*) - К  ]  = о . (16)
E J x zn I £2./Qc2J

Из (11), (14) — (16) видно, что условию (16) соответствуют равенства
ka—k0; d0= A d 0= d ; А = 1; QH=A Q a= Q a= v a, (17)

означающие адекватность элементарной и уточненной теорий изгибных 
колебаний стержня в точках (х = х к, Qa= ^ K, F—FK).

Однако адекватность элементарной и уточненной моделей стержня 
между собой еще не означает адекватность этих моделей натуре, так как 
возможно выполнение неравенства d0= d ^ 3dT. Поэтому для обоснования 
возможности использования равенства (17) в качестве дополнительных 
экспериментальных критериев адекватности модели натуре при F = F l( не
обходимо убедиться в выполнении условий (7), (8).

Запишем критерии (7 ), (8) так, чтобы их можпо было использовать 
при # = # K=const:

Лcd =  [Ad0— (dr—8) ] = d — (dT—б) = 0 =
=inv(Qa, Q*, Qc, #«(); (18)

—  AQa/S£is= d 0A/l= —  =  (dT—6)/i= con st= in v  x ; (19)
я l

Va=^lQa= const=m v x, (20)

где Acd — абсолютное значение методической (систематической) погреш
ности акустического метода определения размера (dT—6).

Экспериментально установлено, что в диапазоне значений х=7,5±30,5 
условие (18) выполняется с погрешностью (Acrf/rfT) 100% = —2% . Эта по
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грешность обусловлена в основном влиянием тяжелого сердечника в бор
ном волокне, а не свойствами модели С. П. Тимошенко.

Итак, эксперимент и теория подтверждают существование эффекта, 
компенсации влияния сдвига и инерции с погрешностью — 2%.

Отметим, что в «чистой» модели С. П. Тимошенко величина v =  
=F12/EJ=0. Поэтому целесообразно показать корректность уравнения (11) 
на основе анализа преемственности этого уравнения с уравнением Бернул
ли — Эйлера и уравнением струны в работе [6] на частотах Qa низших 
обертонов при выполнении условия

FP/EM. л2» 1 .  (21)-
Уравнение (14) при ks= k c= 0 имеет вид

/ 41 а Ч  1 I FIZ У /2
0 л Qt \ EJх2я2 /  ’

соответствующий элементарной теории при F¥= 0 работы [6J. 
Запишем уравнение (22) в иной форме:

у/.
2l2 \ т )  \ EJx2я 2/  '

( 22) ,

Видно, что с учетом (21) уравнение (23) переходит в уравнение струны. 
fa=K~IF/m/2l работы [6].

Из проведенного анализа следует корректность уравнения (11) в рам
ках известных теорий стержня. Поэтому при выполнении условия (21) 
уравнение (11) можно интерпретировать: уравнением струны при >с<хк; 
уравнением Бернулли — Эйлера в точке х —х„; «чистой» моделью С. П. Ти
мошенко при х » х , {.

Рассмотренные интерпретации уравнения (11) наглядно подтвержда
ются видом кривой 3 на фигуре, где точка х„ служит условной границей 
применимости той или иной модели стержня. По превышению кривой 3 
над прямой 1 можно количественно оценить применимость уравнения 
струны, причем с большей точностью, чем в работе [6J на основе (21),. 
где величина Е строго не известна.

Покажем, что использование эффекта компенсации сдвига и инерции 
значительно упрощает контроль стержней на основе выражений [4]:

Е =
пз Й,4 F  1 

"л45

Р =

412 Q«4 v 
л3 О /  F  1

16Z4 Qa V2  Ак

G =

ml =

л3 Q 2Q 2
"v7  А4 
* 1

4 f
л

i V
F

4Z2 v2 A 2Qa7
Видно, что при A =  1 и определении величины F/v2 на основе формулы (16) 
упрощается контроль и повышается точность определения физико-меха
нических характеристик стержня.

Таким образом, теоретический анализ и эксперимент подтверждают 
эффект компенсации влияния сдвигов и инерции вращения поперечных 
сечений в изгибно колеблющемся натянутом стержне. При указанной ком
пенсации элементарная и уточненная теории изгибиых колебаний стерж
ня адекватны и свойства модели С. П. Тимошенко сохраняются. Объектив
ность эффекта компенсации позволяет использовать его для решения 
прикладных и научных задач, например, при акустическом контроле фи
зико-механических характеристик и линейных размеров стержней, а так
же в качестве дополнительного экспериментального критерия адекватно
сти акустической модели натянутого стержня натуре. Г1о отношению* 
к Эйлеровой критической силе сжатия стержня можно ввести понятие 
силы натяжения, компенсирующей влияние сдвигов и инерции вращения' 
поперечных сечений изгибно-колеблющегося стержня.

В заключение автор выражает благодарность К). В. Ланге за внимание 
к работе и обсуждение ее результатов, С. В. Веремеенко за помощь в экс
перименте и полезные советы.
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